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Feuille 4 : Applications linéaires de R" dans R"

Exercice 1. Les applications suivantes sont-elles linéaires ¢

Ii: R? — R? lob: R - R
(-T,y) = (:U - Y l‘) xr = $3
Is: R*2 — R? Lh: R = R3
($7y) = (x_yax—i_l) (x,y) = (x,y,x+y)

Exercice 2. Soit (e1,ea,e3,¢e4) la base canonique de R* et f Uapplication linéaire de R* dans lui-méme
définie par f(e1) = 3e1 +ea+e3+eq, flea) =e1 +ea—e3+eq, fles) =e1 —ea+e3—eq et f(eq) =
e1 +ezx —e3+eq.

1) Calculer f(x,y,z,t) pour (x,y,z,t) € R%.

2) Déterminer Ker(f) et en donner une base.

3) Soit F = Vect(es,eq). Les sous-espaces vectoriels F et Ker(f) sont-ils supplémentaires ¢

Exercice 3. Soit l’application linéaire
f: R3 — R3
(x,y,2) — (0,z,2).

a) Déterminer Kerf et Imf. Donner une base de chacun de ces sous-espaces vectoriels.
b) La somme Kerf + Imf est-elle directe ?

Exercice 4. 1) Montrer que lapplication f de R? dans R? qui & (x,y) associe (2z + y,x — ) est un
isomorphisme (c-a-d linéaire bijective).

2) Montrer que f: R? — R2 C) — <Z§isz> est un isomorphisme si et seulement si ad — bc # 0.

Exercice 5. Déterminer la matrice de I’ application f : R3 — R3 telle que f(x,y,z) = (x,y+ z,0) relative
a la base canonique.

Exercice 6. Soient f et h les applications linéaires de R? dans R? et de R? dans R3 représentées par les
matrices respectives, dans les bases canoniques :

2 3
A:<_11 i g),B: -1 0
1 2

1. Calculer l’image par f d’un vecteur (x,y, z) et l'image par h d’un vecteur (a,b).
2. Ecrire les matrices dans les bases canoniques des applications suivantes : foh; ho f.

Exercice 7. Montrer que l'image d’une famille libre par une application linéaire injective est une famille
libre.

Exercice 8. Soit B = (e1,e2,€e3) la base canonique de R3. Soient ui,us, us trois vecteurs de R définis
par leurs composantes (dans la base canonique) : uy = (0,1,1), ug = (2,3,1), uz = (5,0,1).

1) Montrer que C = (u1,u2,us) est une base de R3.

2) Ecrire la matrice de passage de B a C, ainsi que son inverse

3) Soit u le vecteur de coordonnées (1,1,1) dans la base (ui,u2,us). Quelles sont ses coordonnées dans la
base (e1,ez,e3) ?

4) Soit v le vecteur de coordonnées (1,1,1) dans la base (e1,ez,e3). Quelles sont ses coordonnées dans la
base (u1,u2,uz) ?



Exercice 9. 1) Soit f : R? — R? une application linéaire donnée dans les bases canoniques par

1 2 -5
A= < ~10 3 )
Montrer que les vecteurs (1,1,1), (0,1,1), et (—1,2,3) forment une base B de R3. Ecrire la matrice de
passage P de la base canonique vers cette nouvelle base.
2) Montrer que (1,1) et (2,1) forment une base B de R? puis écrire la matrice de passage de Q de la base

canonique de R? vers cette nouvelle base.
3) Calculer la matrice B de f dans les bases B et B' (utiliser la formule de changement de base).

Exercice 10. Soit Uapplication f : R3 — R3 définie par
flz,y,z) = (—2z + 5y — 2z, —2x + 2y + 22, —2x + Sy — z).

1) Vérifier que f est linéaire et déterminer la matrice A de f dans la base canonique.

2) Montrer que dim(Kerf) =1 et donner une base de Ker(f).

3) Déterminer dim(Imf) et donner une base de Im(f). Donner également une équation cartésienne de
Im(f) (méthode du pivot).

4) Soit va = (1,1,1) et v3 = (1,0, 1). Calculer f(v1) et f(ve) et en déduire que {v1,v2,v3} est une base de
R3. Donner la matrice de f dans cette nouvelle base.

Exercice 11. Dans R® muni de la base canonique B, soit f € L(R3) dont la matrice dans B est

9 -6 10
A= -5 2 =5
-12 6 13

Soit
uy = (27 _17 _2) ; U2 = (Loa _1) ; Uz = (_27 173)

1) Montrer que B' := {uy,u2,us} est une base de R3.
2) Calculer la matrice de f dans B’ (utiliser les formules du cours!)

Exercice 12. Dans R3, on considére endomorphisme f représenté dans la base canonique {ey,ea,e3}
par la matrice
1 5 -2 1
A=— -2 2 2 1.
6\ 1 2 5

1) Calculer f(e1 + 2e2) et trouver un élément non nul de Ker(f).

2) Déterminer dim(Kerf), rg(f), une base B' de Ker(f), et une base B" de Im(f).

3) Montrer que B =B UB" est une base de R? et écrire la matrice D de f dans B

4) Donner la matrice de passage P de la base canonique de R3 vers B, puis donner une relation entre les
trois matrices A, D, et P.

Exercice 13. Soit f € L(R?) dont la matrice dans la base canonique de R?, {e1,ea} est donnée par

5 1
- (50)
Soit fi = (1,—4) et fo = (1,—1). Montrer que {f1, fo} est une base de R%. Calculer la matrice de
changement de base P de {e1,es} a {f1, f2}, puis P~1, puis P~YAP. En déduire A™ pour tout n € N.



Exercice 14. Soit {e1,e2,e3} la base canonique de R3. Soit a; = e1 + e3 — e3, ag = €1 — ea + e3,
e3 = —e1 + ex + e3. Montrer que {a1,as,a3} est une base de R3®. Soit f I’endomorphisme de R3 dont la
matrice dans la base {ey, ez, e3} est

a—b a+c c—b
3 b—a c—a b+c
a+b a—c b—c

Calculer la matrice de f dans la base {a1,as,as3}.
Exercice 15. Soit f : R? — R? définie par

flx,y,2) = (x +y+ 2, —x+ 2y + 22)
Donner une base et la dimension de Ker(f). Méme chose pour Im(f)

Exercice 16. Soit {e1,e2,e3,e4} et {f1, fo, f3} les bases canoniques de R* et R3 respectivement. Soit
f:R* = R3 définie par

fler)=fi—fo+2fs; flea) =2f1+ fo—3f3; fles) =3f1— f3; flea) =—f1—2fa+5f3

Donner limage par f d’un vecteur x = (x1, 2, T3, x4) et la matrice de f dans les deux bases {e1,ea,€3,€4}
et {f1, f2, f3}. Déterminer une base et la dimension de Ker(f). Méme question pour l’image.

Exercice 17. Soit f € L(R™). Montrer que Ker(f)NIm(f) = {0} si et seulement si Ker(f) = Ker(fof).

Exercice 18. (plus difficile / hors programme) Soit f : R? — R3 une application linéaire non nulle telle
que f2 =0 (c.a.d. pour tout x € R3, on a f(f(x)) =0). Montrer que Im(f) C Ker(f) puis que rg(f) = 1
et dim(Kerf) = 2. En déduire qu’il existe une base de R> telle que la matrice de f dans cette base soit de
la forme

o O O

0
0
0

o o R

Exercice 19. (Plus difficile / hors programme). Soit f : R™ — RP une application linéaire telle que :
Ve € R", Ja, € R, f(z) = agx. (0.1)

1) Soit x,y deux vecteurs de R™ tels que {x,y} est libre. Montrer que agiy(z+y) = agx+ayy. En déduire
que gty = p = oy puis que f(x) = azz et f(y) = aqy.

2) Soit x,y deuzx vecteurs de R™ tels que {x,y} est liée. Démontrer qu’il existe A € R tel que y = \x. En
déduire que f(y) = a,y.

3) Grace auz questions 1) et 2), démontrer que (0.1) implique

Ja e R, Yy € R", f(y) = ay.



