Analyse 2

TD 1



Exercice 1 :

(1) Soit la suite réelle (un)nen définie par

Up+4a = i (% ar Un)
U = 4.

Montrer que Vn € N, u, > /11.
Considérons pour n € N, la propriété :

P(n):  up >+/11.

Vérifions que la propriété est vraie pour tout n € N, a I'aide du Théoréme de la
récurrence

- Initialisation : pour n = 0 on sait que us = 4 > /11, car 4> = 16 > 11, donc P(0)
est satisfaite.

- Hérédité : supposons la propriété P(n) satisfaite pour un n € N donné, et vérifions
que P(n+ 1) est aussi satisfaite. Par hypothése on aura alors que u, > 1/11.

Par définition on a que upy:1 = f(up), ol I'on pose la fonction :

o, +ool3 B, £x) = (% +x) :
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Exercice 1 :

Il s'agit d'une fonction dérivable, et pour tout x > 0 on a
sy 1 11
f'(x) = o +1),

donc

11
f(x) >0 & ——=+1>o0etx>o0&x*>11et x>0 & x> Vi
X

Par conséquent la fonction f est décroissante sur l'intervalle Jo, 1/11], et elle est
croissante sur [v/11, +oo[. En d’autres termes, f a un minimum absolu au point

x = /11, et
minf() = F(viD) = = (2 +var) = v

Puisque par hypothése u, > /11, on aura que u, > o, donc

Unt1 = F(un) > min f(x) = V11,
x>0

ce qui prouve que la propriété P(n + 1) est satisfaite.

- Conclusion : la propriété P(n) est donc vraie pour tout n € N, donc on peut affirmer
que up > /11 pour tout n € N.
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Exercice 1 :

(2) Soit une suite réelle (up)nen telle que Vn € N, upys + Upta — up = 0. Montrer que
si (un)nen est une telle suite et si ug et u; sont des éléments de Z alors pour tout
éléments n de N, uj, est dans Z.
Posons, pour n € N la propriété :

P(n): un €Z et upy €7Z.
- Initialisation : si n = 0 alors up = ug € Z et upt1 = uy € Z par hypothése, donc P(o0)

est satisfaite.

- Hérédité : supposons I'hypothése P(n) vraie pour un n € N donné. On a donc u, € Z
et Upy € Z. Mais alors upiy € Z et Upyo = Up — Upta € Z, donc P(n+ 1) est aussi
satisfaite.

- Conclusion : la propriété P(n) est donc vraie pour tout n € N, donc u, € Z et
Unt1 € Z pour tout n € N, donc en particulier u, € Z pour tout n € N.
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Exercice 2 :

Pour n € N, considérons la propriété
(Pn): (un < 3" et upya < 3™77).

Vérifions que (P,) est vraie pour tout n € N en utilisant un raisonnement par
récurrence :

- Initialisation : par hypothése uo =1 < 3° et u; = 3 < 3. Donc (Po) est vraie.

- Hérédité : pour n fixé, on suppose que (P,) est vraie c’est-a-dire que
up < 3" et u™tr < gt (H.R.).
Vérifions alors que
(Posa) : (unsz <37 et unia < 3772)

est vraie :

On sait d'aprés (H.R.) que upt: < 3. D’autre part

Unta = 4Up + tnts < 4.3" + 3™ d'apres (H.R.)

<3"(4+3)=7x3"<gx3"=3"">

Conclusion : (Pp) est vrai pour tout n € N et donc u, < 3" pour tout n € N.
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i _n_ _ ?
La suite (”+1)n est-elle monotone ?

Posons u, = nL_H pour tout n € N. On a

_ ot n_ _ (nt+1)*—n(nt2)

Up41 — Up =2 (nt1)?
_ nPHanti—n®—2n _ 1 >0
= (nt2)2 = o %

donc (un)n est croissante, et en particulier elle est monotone.

Est-elle bornée ?

Il est clair que pour tout n € N on a que

n n—+1
o< up= <
n—+1 n—+1

:]_7

donc la suite (up)n est bornée, car elle est majorée et minorée.



Exercice 4 :

Rappel : la suite (un) est bornée s'il existe M € R tel que |us| < M pour tout n € N.
La fonction sin prend des valeurs comprises entre -1 et 1 donc

[sin(x)] <1 pour tout x € R.

En particulier,
|sin(n!)] <1 pour tout n € N.

Par conséquent,

nsin(n! . n
nsin(nt) = |sin(n!)] < .
n?+1 n? 41 n?+1
D’autre part,
"<y
n? 41"
car n < n? < n? 4+ 1 pour tout n € N.
Donc i
nsin(n!
A <1 pourtout n € N.
n?+1
La suite est (":L"J(FT)) donc bornée.
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1) Réécrire les phrases suivantes en une phrase mathématique.
(a) La suite (un)n est majorée par 7.

L'écriture mathématique de cette phrase est :

Vn neN=u, <7.

1) Réécrire les phrases suivantes en une phrase mathématique.
(b) La suite (un)n est constante.

L'écriture mathématique de cette phrase est :

da, Vn, neN=u,=a.




1) Ecrire ensuite la négation mathématique de chacune des phrases.
(a) La suite (un)n est majorée par 7.

La négation mathématique de cette phrase est :

dn neN et u,>7.

1) Ecrire ensuite la négation mathématique de chacune des phrases.
(b) La suite (un)n est constante.

La négation de cette phrase est :

Va dn neN et u,#a




Exercice § :

2) Est-il vrai qu’une suite croissante est minorée ?
La réponse est oui. En effet, si (un)nen est une suite croissante, alors on aura que
Vne N, up,> uo,

ce qui prouve que (Up)peN est bien minorée par u.

Exercice § :

2) Est-il vrai qu’une suite croissante est majorée ?

La réponse est non. En effet, si (un)nen désigne la suite définie par u, = n pour tout
n €N, alors (un)pen est croissante, car up = n < n+ 1 = upy, pour tout n € N, mais

lim n= +o00, donc pour tout M > o, il existe n € N tel que u, = n > M, ce qui
n—+o0o

prouve que (un)pen N'est pas majorée.
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Exercice 6 :
(a) : (un) est strictement positive a partir d’un certain rang :
dno € Ntel queVne N, n > no = u, > o.

= (a) (négation de (a)) :

Vno, € N dne Ntel que n> ng et u, < o.

(b) : (un) n'est pas strictement croissante.
Exprimons —(b) : (up) est strictement croissante :
vneN, upp1 > un.

Donc (b) = —(—(b)) s'écrit

dn € N tel que upt1 < up.
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Exercice 6 :
2) - Est-il vrai qu'une suite décroissante est minorée ? Non.
Exemple : considérons u, = —n pour n € N.

(un) est clairement décroissante mais non minorée car lim u, = —o0.
n—+oo

- Est-il vrai qu'une suite décroissante est majorée ? Oui.
Si (un) est décroissante alors pour tout n € N

Up < p—1 < ... < up < W

La suite (un) est donc majorée par ug.
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Exercice 7 :

n
Déterminer le sens de variation de la suite définie par : u, = H(l — ), ol neN*.
k=1

Si k =1 alors k* = 1 donc

3 _ _
1_E_1_3__2<0’
et si k > 2 alors k? > 4, donc
1,i>1,§:i>o’
k2 — 4

n
en particulier, u, = H(l — k%) < 0 pour tout n € N*, car le premier terme de ce
k=1
produit est strictement négatif, et les autres sont tous strictement positifs. De plus,
pour tout n € N* on a

n+1
[1a-2)
Uniy _ k=2 -1 3 <173=7<17
Un n 3 (n+1)2 4 4
[[a-2)
k=1

et puisque up, est toujours négatif, on aura que upy1 > up pour tout n € N*, donc la
suite (un)n est croissante.
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Exercice 8 :

Considérons la fonction f :]o, 400 telle que

In x
f(x) = — pour tout x > o.
X

Etudions les variations de f sur Jo, +oo[ :

On a , ,
F(x) = (Inx)'x — (x)" Inx _ 1—|nx.

x2 x2

Donc
fiix)<o < Inx>1 <= x>e

La fonction f est donc décroissante sur [e, +oo[ avec e ~ 2,78.

En particulier,
Upts = f(n+1) < f(n) = up  pour tout n > 3.

La suite (un)p>5 est bien décroissante.
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Exercice g :

Pour chaque suite, dire si elle est de type connu et préciser ses caractéristiques.
1) up = 2n+ 3.
La suite (un) est une suite arithmétique.
Elle est de la forme u, = uo + nb, de premier terme u, = 3 et de raison b = 2.
2) Upto = 2Up.
La suite (un) est définie par une relation de récurrence d'ordre 2 de la forme
Upt2 = aUpt1 + bu, avec a=o0, b=1.
On peu remarquer que,

Vn € N, U2(n+1) = Uzpt2 = 2Uzp.

Donc la suite extraite de la suite (u,) formée des termes de rang pair, (u2n), est une
suite géométrique de raison 2. On a également que,

VneN, Us(pt1)4+1 = Uzn43 = Uzntat2 = 2Uzp4a-

Donc la suite extraite de la suite (u,) formée des termes de rang impair, (uUspyq1), est
également une suite géométrique de raison 2.
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Exercice g :

Pour chaque suite, dire si elle est de type connu et préciser ses caractéristiques.
3) Unt1 = Up — 4.
La suite (un) est une suite arithmétique.

Elle est définie par une relation de récurrence de la forme up+1 = up + b, de raison
b= —4.

4) Up41 = 2Up.

La suite (un) est une suite géométrique.

Elle est définie par une relation de récurrence de la forme upy, = au,, de raison a = 2.
5) Untz + Qun = 6Upty.

C’est une suite définie par une relation de récurrence d'ordre 2 de la forme
Upt2 = aUpt1 + bu, avec a=6 et b= —9.
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Exercice 10 :

1) Upta = (n+1)us. La suite (up) n'est pas de type connu.

On peut tout de méme en donner une expression en fonction de n, par récurrence :
up = nlug. Pour n € N, considérons la propriété

(Pn) : un = nlue.

Vérifions que (Pj) est vraie pour tout n € N en utilisant un raisonnement par
récurrence :

- Initialisation : on a v = 1lue. Donc (Po) est vraie.
- Hérédité : pour n fixé, on suppose que (Pr) est vraie c'est-a-dire que
up = nlue (H.R.).
Vérifions alors que (Pn41) est vraie :
On sait d'aprés (H.R.) que unt: = (n+ 1)u,. D'autre part on sait d'aprés (H.R.) que
up = nlue. Ainsi upys = (n+1)nlue = (n+ 1) wo.
Conclusion : (Pp) est vrai pour tout n € N et donc u, = nlu, pour tout n € N.
2) Upyr = —2up + 1.

La suite (up) est arithmético-géométrique.

Elle est de la forme upty = aup+ b, a€ R*, b€ R, avec a= —2, b=1.

Exercice n°10 TD1



3) up = 3™2. La suite (up) est géométrique de raison 3 et de premier terme uo = 9 :
up = 3"Up.

4) Upt2 = Upy1 + N

La suite (un) n'est pas de type connu.

On peut tout de méme en donner une expression en fonction de n, par récurrence :
n(n+ 1)
—— 4.

2

Upjo =142+ ...+ n+u =




Exercice 11 :

1) u» = 5 et pour tout n € N, uptq = up — 3.

(un) est une suite arithmétique de raison —3 donc, pour tout n € N, u, = ug — 3n.
Oru, =5=up—3X2=u,— 6. Donc up = 11.

Finalement, pour tout n € N, u, =11 — 3n.

2) uo =1 et pour tout n € N, uptys = 3 — 5Up.

(un) est une suite arithmético-géométrique vérifiant, pour tout n € N, upts = aup + b
avec a= —gf et b= 3.

On cherche une suite constante égale a £ vérifiant la relation de récurrence, autrement
1

dit, ici, £ = 3 — 5£. On trouve £ = 2. Alors, pour tout n € N,

2

1 (5-2)=s(=~3)
U = - =3 —bUn—(3—Z ) =—5\Un— 7|,
2 2 2

autrement dit, (up — é) est une suite géométrique de raison —g et de premier terme
”°_§:1_§:§' D’ou, pour n € N,
1 —5)" . 1 —5)" 1
un,,:u puis un:7+u:7(1+(75)").
2 2 2 2 2
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Exercice 12 :

1) up =1 et pour tout n € N, upyy = 2up + 3.

La suite (un) est une suite arithmético-géométrique.
Soit a = —3 la solution de a = 2a + 3.

Pour tout n € N upy1 = 2un + 3 et a = 2a + 3. Par différence on obtient
Untr — a=2(up — a).

Ainsi, la suite (v5) définie par v, = u, + 3 pour tout entier n est géométrique, de
raison 2 et de premier terme vo = uo + 3 = 4.

Ainsi, Vn €N, v, = 4,2" et up, = ont2 3.
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Exercice 12 :
2) u, =1 et pour tout n € N, upys = +/2Up.
Une récurrence rapide donne pour tout n > 2, u, > o.

1 In2
Posons alors pour tout n > 2, v, = Inup, alors vo. =0 etVn>2,vp; = —vp + —.
2 2

Pour tout n € N upy1 = 2up + 3 et a = 2a + 3. Par différence on obtient
Uptr — a = 2(up — a).

Ainsi, la suite (v,) est arithmético-géométrique.

. . A 7z 7 n 2
Ainsi, de la méme facon que précédemment, Vn € N, v, = — — +In2.
on—
. In2 PR
Conclusion, Vn € N, u, = exp | — — +ln2) =2 =22,
on—
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3) u3 = 6 et pour tout n € N, upty = 3up.

u 2
La suite (un) est géométrique de raison 3 et de premier terme up, = —: =-.
3 9

Ainsi, Vn € N, u, = 2.3"72.




