Avignon Université Année 2020-2021
L1S2 - Analyse 2

Correction des exercices du TD 2

Exercice 1
n—+1

2n+3
1
CORRECTION: Soit € > 0, on cherche N tel que Vn > N, |u, — §| < €, or

Montrer, a l'aide de la définition, que la suite de terme général u, = a pour limite 1/2.

1 1
Y T T2+ )
Ainsi N=E(i(L_3))+1 >N, <1 .
1ns1 pour = — -_— — our n €.
P 2 \ 2¢ P = 9@n+3) ~ 22N 1 3)

Exercice 2
2n+1

Montrer, a l'aide de la définition, que la suite determe gééral u, = a pour limite 2.

CORRECTION: Soit € > 0, on cherche N tel que Vn > N, |u, — 2| <€, or

3
Uy — 2= —
" n-+ 2
A's'oNE32+lo >N3< <
insi pour N = - — urn €
P € » P T n4+2" N+2

Exercice 3
Soit la suite géométrique de raison 1/4 et de premier terme uy = 2. Exprimer le n-iéme terme en

fonction du (n — 1)-iéme puis en fonction de n.

1
CORRECTION : par définition de suite géométrique on sait que u, = 7Un—1 donc

B 1 B 1 2 B B 1 n—1 B 1 n—12
Up — 4un_1 = 4 Up—2 = ... = 4 Uy = 4

FEtudier la monotonie de cette suite.

CORRECTION : puisque u, > 0 pour tout n € N et Untl

Unp,

=1 < 1, la suite est décroissante.
Cette suite est-elle convergente ?

1 n
CORRECTION : oui. En effet on sait que (4) — 0 lorsque n — 400, car 0 < 1/4 < 1, donc on peut

dire que

lim u, =0
n—+00

Exercice 4

Soit la suite arithmetique de raison b et de premier terme uy = 1. Exprimer le n-iéme terme en fonction
du (n — 1)-iéme puis en fonction de n.



CORRECTION : par définition de suite arithmétique on sait que u, = u,—1 + 5, donc
Up =Up—1+D=Up2+10=...=u; +5(n—1)=1+5(n—1)=5n—4

FEtudier la monotonie de cette suite.
CORRECTION : puisque u, — un,—1 = 5 > 0 pour tout n € N, la suite est croissante.

Cette suite est-elle convergente ?

CORRECTION : bien str que non. En effet on a que u,, = n(5 — %), mais on sait que % — 0 lorsque

n — +o00, donc on peut dire que

lim wu, = +o0o
n—-+4o0o

Exercice 5
cosn

La suite est-elle convergente ?
n+1

CORRECTION : De I'encadrement —1 < cosx < 1 pour tout « € R, on déduit les inégalités suivantes :

cosm
n+1

| cosnl 1 1
Con+1l T nd+l 0

IN

1
La suite () convergeant vers 0, le théoréme des gendarmes (Chap. I1T) nous permettrait de conclure
n

osn

+1

c
que la suite < > converge vers 0. Prouvons-le a ’aide de la définition.
n

1
Fixons € > 0. On définit alors N comme le plus petit entier naturel strictement supérieur a —
€

1
(N = E(1/e)+1). Notons que N > — et donc si n > N alors
€

1< 1 -
—< =<e.
n_ N
Ainsi pour tout n > N
cosn 1
-0 < —<e.
n-+1 n

cosn
La suite [ —— | converge bien vers 0.
n+1

Exercice 6
2
sinn

La suite | — est-elle convergente ¢
n+3

CORRECTION : De I'encadrement —1 < sinz < 1 pour tout « € R, on déduit les inégalités suivantes:

2_|sinn2\< 1 <
 n+3 " n+3°

' sinn

1
n+3 n

1
La suite () convergeant vers 0, le théoréme des gendarmes (Chap. I1T) nous permettrait de conclure
n

c 2

sinn

que la suite (— 3) converge vers 0. Prouvons-le & ’aide de la définition.
n

1
Fixons € > 0. On définit alors N comme le plus petit entier naturel strictement supérieur & —
€

1
(N =E(1/¢e) +1). Notons que N > — et donc si n > N alors
€

< <
E.
N

SRS



Ainsi pour tout n > N

sin n? .
3 converge bien vers 0.

n

La suite (—

Exercice 7
Déterminer la nature et la limite éventuelle des suites de termes générauz :
D up=vVn2+3n+1—vn2+2n+1
CORRECTION: 11 s’agit 1a d’une forme indéterminée (F.I.) de la forme "oo — c0". Pour lever
I'indétermination, multiplions et divisons u, par la quantité conjuguée :

V2 +3n+1+vVn2+2n+1

V2 +3n+1+vVn2+2n+1
2 D—(m?+2n+1

= (" t3ntl)=(n 42+ ): o (F.I. de la forme @)
V2 +3n+1+vVn2+2n+1  Vn24+3n+1+vVn2+2n+1 0

_ n _ 1
n(Jl+2+b+1+2+L) a2 14244

Uy, = (\/n2+3n+1—\/n2+2n+1) X

2
Etant donné que les suites <), 5
n n

formulation de u, que lim wu, =
n—-+o0o

3 1

<> et (> convergent vers 0, on déduit de la derniére
n

1

5

1—n

2) u, =
) u —

CORRECTION : Ecrivons

1
Etant donné que lim — =0 alors lim wu, =0.
n—+oco n n—-4o00

24 n 8
3) un:1+n<1+712>

CORRECTION : Ecrivons

2+n 8 n(2+1) 8 241 8
= )= (14 2 )= 1+— ).
tn 1+n< +n2> n(:+1) Tz +1 Tz

) E

[

SHNN

n2 n—-+0oo

S

8
Etant donné que les suites ( ) et (> convergent vers 0 alors lim wu, =1.

Exercice 8
. . . . . . L n__on
Déterminer la nature et la limite éventuelle des suites de terme généraux: 1) u, = %;

CORRECTION : En mettant en facteur 3™ & numérateur et & dénominateur on obtient :

3 (2/3)") 1 (23"
31+ (2/3)") 1+ (2/3)»

Unp,

mais lim (2/3)" =0, donc lim wu, = 1. La suite (uy), est donc convergente et sa limite est égale
n—4o00 n—4o00o
al.



2) u, = =2

CORRECTION: On peut écrire:

1—n 1
Unp = =—-—1,
n n
mais lim % =0, donc lim wu, = —1. La suite (uy,), est donc convergente et sa limite est égale a

n——+oo n—-+00

—1.
3) up = e cos(n/6).

CORRECTION: le terme cos(7/6) est une constante. Puisque lim n™ = +o0, alors lim —n" =

n—+400 n—-4o00

2 . —nT . . .

—00, et par conséquent lim e~ ™ = 0. Puisque cos(7/6) est une constante, on a aussi que lim w, =
n—r+00 n—-+00

0. La suite (uy), est donc convergente et sa limite est égale a 0.

Exercice 9
On considére la suite (uy,) définie par u, = **~1.
1) Trouver le plus pelil entier ng tel que n > ng = |uy,| > 107.
CORRECTION : puisque u,, = ¢?*~! > 0, il suffit de résoudre I'inéquation e*”~ > 107. On a

7In10+1
2 .

1S 10 e me®™ ' >hl0" e 2n—1>7ln10 = n >

On sait donc que si n > %, alors |uy| > 107. Mais le nombre réel % n’est pas un
entier. Puisqu’on demande le plus petit entier ng tel que pour tout n > ng on a que |u,| > 107,
on choisira ng = E(%) + 1, ou si x € R, E(x) désigne la partie entiére de z, c’est-a dire

M)
2

le plus grand entier m € Z tel que m < x. Ainsi, ng = E( + 1 sera le plus petit entier

7In10+4+1
2

supérieur a , et donc si n > ng on a certainement que n > %, d’ott |u,| > 107, mais

sin < ng alors n < 110+ " qone |u,| < 107.
2 )

2) Démontrer que lim w, = +oo en utilisant la définition.
n—+o0o

CORRECTION : il s’agit de montrer que pour tout M > 0, il existe N € N tel que pour tout
n€Nona
n>N=u, > M.

2n=1"on va considérer 'inéquation €21 > M. On a

InM+1

Soit donc M > 0. Puisque u, = e

s Mehe '>shMe2n—1>nM<n >

Encore une fois le terme IHMT‘H n’est pas forcement un entier. Nous allons donc choisir N =

E(h‘MTH) + 1. On sait que N est un entier et N > %, donc si n € N on sait que

InM+1
nZN:>n>%:>un:eQ”_1>M,

d’otu la conclusion. On a bien vérifié que lim wu, = +oo.
n—-+o0o

Exercice 10

On considére la suite (uy), définie par u, = In(2n? + 1).

1) Trouver le plus petit entier ng tel que n > ng = |u,| > 107,

CORRECTION: Observons que u, > 0 pour tout n € N, donc |u,| = u,. Il s’agit donc de trouver le
plus petit entier n vérifiant I’équation In(2n? 4+ 1) > 107. Mais

2 7 2 107 2 el —1 el —1
In(2n”“+1) >10" < 2n“+1>e SN > —0— & n>{|l—F5.



Il suffit donc de poser
el0” — 1
ng=Min<{neN, n> —
Si x est un réel, notons E(z) la partie entiére de z, ¢’est-a-dire le plus grand entier n € Z tel que n < x.
Par conséquent, E(x) + 1 est toujours le plus petit entier n tel que x < n. Grace a cette notation on a

7
donc que ng = F <\/ 61021> + 1.

Démontrer que lim wu, = +o0o en utilisant la définition.
n—-+0o

CORRECTION: : 11 s’agit de montrer que pour tout M > 0 il existe N € N tel que pour tout n € N on
a
n>N = u, > M.

Soit donc M > 0. On pose l'inéquation u, > M, ce qui équivaut a In(2n? + 1) > M, mais alors

r eM—1 eM —1
= n> 5

m@2n?+1)>M < 22 +1>eY o n?>

Il suffit donc de poser

M—l M—l
N = Min {nEN n>1/ 5 }:E( ¢ 5 )+1.

n>N=u, >M.

On aura bien que

On peut donc affirmer que lim wu, = +oo.
n—-+oo

Exercice 11

Parmi les suites définies ci-dessous par leur terme général dire celles qui sont divergentes et trouver la

limite de celles qui sont convergentes.
~ 1-n
nZ -

CORRECTION : posons donc u,, = ln_—zn On peut écrire u, = 1712 — % Mais nous savons que
lirf Tz = lir_{l % =0, donc liril u, = 0, et par conséquent la suite (uy,), est convergente et
n—-+0o n—-+o0o Nn—+00

sa limite est 0.
- 3n—"T1.

CORRECTION : posons u, = 3n—"7. On a u, = n(3— %) Mais lim % =0,et lim n=+4oo,

n—-+o0o n—-+o0o
donc

lim u, = lim n(3——)=4oc.
n—-+oo n—-+4oo n

La suite (uy,)n est donc divergente.
— nsin?(n7/2).

CORRECTION : posons u, = nsin?(nr/2). Considérons les suites extraites (uap)n et (U2ni1)n-
Etudions d’abord la suite (u2,,),. Nous savons que sin(2n7/2) = sin(n7) = 0, donc ug,, = 0 pour

tout n € N, et en particulier lim w9, = 0.
n—-+00

Etudions maintenant la suite (u,11)n. Nous savons que sin((2n + 1)7/2) = sin(nm + %), mais



pour tout réel z nous savons que sin(z + 7) = — sinx, donc une récurrence immediate nous dit
que sin(nm + §) = (—1)"sin(7/2) = (=1)", et donc

Ugns1 = (2n + 1) sin’(nm + g) =(2n+1) — 400, lorsque n — +oo.

Nous savons donc que (uay, ), est une suite extraite convergente, et (u2,+1)n est une suite extraite
divergente, donc (uy,), diverge.

2n34n?
(I+n)? -
CORRECTION : posons u, = % On a
n?(2+ 1) 2+ +
Up = 15 =N VR
n2(1-+‘ﬁ) (1‘+'g)

Mais lim 241 =2et lim (14 1)?2=1, et encore lim n = 400, donc
n—+o00 n n—+o00 n n—-+00

. , 2+ 1
lim w, = lim n——/ = = +o0.
n—+00 n—+oo (14 +)2

La suite (uy)y, est donc divergente.

2n
_n_
<1+n) !

2
CORRECTION : posons u, = (Hin) n. On peut écrire

o () =0T

Mais )

1+ l — 6nln(1+1/n) _ ew.

n
Or, on sait que lim @ =1,et 1/n — 0 quand n — +o0o, donc lim 1“(117& — 1, donc
z—0 lim L
1\" mOtm)
hm ]. —|— — e hm e 1/n —el — ¢,
n—-+4oo n n=3+o0o

En remplacant dans l'expression de w,, donnée dans (1) on obtient que lirf up = e 2 =1/€2.
n—-+0oo

La suite (uy,), est donc convergente et sa limite est égale a 1/
(n* + 2n2)el—m.
CORRECTION : posons u, = (n* + 2n2)e!=". On a

1\ e n*
— il _ 2
Up =N <1+2n2> en—en(ex(1+2/n ))-

: . L 1 . .
Mais par croissance comparée lim 2 =0, et lim e(l 4+ 2/n?) = e, donc lim wu, = 0. La
n—+oo € n—-+00 n—-+00

suite (uy), est donc convergente et sa limite est 0.



Exercice 12

Parmi les suites définies ci-dessous par leur terme général dire celles qui sont divergentes et trouver la
limite de celles qui sont convergentes

1—n
n2
CORRECTION : Posons u,, = 1;—2” On a
1 1
lim u, = lim — ——=0,
n—-+4o0o n—+oo N n

1

car lim 1= lim 2 =0, donc la suite (u,), est convergente et sa limite est égale a 0.

n—+oo ™  n—otoo ™
3nd—2n® +n—>5
CORRECTION : Posons u, = 3n3 — 2n? + n — 5. On peut écrire:

2 1
un:n3<3—+ 5),

n n? nd

mais lim n3 = 400 et
n—-+o0o

.2 . 1 . 5
lim —= lim — = lim —— =0,
n—+oon  n—+oon n—+oo 1
donc
lim wu, = 400,
n—-+o0o

et par conséquent la suite (uy, ), est divergente.

vn+1—+n
CORRECTION: Posons u, = vn+1—4/n. On a
n+1-n 1 1

NCES ERV IV (\/1+1/n—|—1)7

Up =Vn+1—+/n=

. . . . 1 . . . 1 _
mais ngr—ir-loo\/ﬁ = +o00, donc ngrfoo T 0, et par ailleurs, puisque ngr—ir-loo" 0 on aura que
. 1 _ 1 .
ngl-‘,l-loo m =3 par Consequent
lim u, =0x==0.
n—s—+00 2
La suite (up)n est donc convergente et sa limite est égale a 0.
In(n)
nl/2
CORRECTION : Posons la suite u, = % et la fonction f(x) = hll—f?, définie pour x > 0. Il est clair
n xT
que u, = f(n). On sait que lim f(z) =0 car vous avez vu au premier semestre que lim h‘aﬁx =0
T—>+00 x—+oo T
pour tout @ € R et pour tout § > 0, donc lim w, = lim f(n) = 0. En particulier la suite (u,),
n—-+o0o n—-+00

est convergente et sa limite est égale & 0.

< 1>TL
n -+ —
n



CORRECTION : Posons u,, = (n + %)n Il est clair que pour tout n > 1 on a bien que n+1/n >n > 1,
donc

Up =[N+ — >n+—>n,
n n

et liI_P n = 400, donc par le théoréme des gendarmes on a également que
n—-+0o0

lim wu, = +o0,
n—-+o0o

donc la suite (uy, ), est divergente.
(In n)®
nP
CORRECTION : Posons u,, = (lnnig)a. On discute la convergence de (uy,), selon les valeurs de « et 3.

Posons f(x) = (lnxig)a, pour z > 0. Il est clair que u, = f(n).
— 5i B >0 et « est un réel quelconque alors

1 (63
lim 22 g
Tr—+00 xﬁ
donc lim w, = lim f(n) =0, donc dans ce cas la suite (uy,), converge et sa limite est égale
n—+oo n—+oo
a 0.
. _ _ 1 . _ " . _
- Sif=0et a<0alors f(z) = CORE donc wgrﬁx) o = 0, et par conséquent ngrfoo Uy =
liril f(n) =0, donc dans ce cas la suite (u,), est encore convergente et sa limite est 0.
n——+0oo
~ Si f=0et a=0alors f(x) =1, donc u, = f(n) =1 pour tout n € N* donc lim w, =1. La

n—-+0o
suite (uy), est donc convergente et sa limite est égale a 1.

- SiB=0eta>0alors f(x) = (In x)* et donc

lim u, = lim (In )% = 400,
n—+o0o T—+00

donc dans ce cas la suite (uy), est divergente.

~ Si B < 0 alors pour tout a € R et pour tout z > 1 on a que f(z) = z/’l(In )®, et on sait que

lim f(z) = +o0, car|5| > 0 (peut importe la valeur de ), donc lim w, = lim f(n)= +oc.
T—+00 —+00

n n—-+00

La suite (uy), est donc divergente dans ce cas.

Exercice 13
1) Montrer que la suite (sin(ng)) n'a pas de limite.

CORRECTION : posons v, = sin(nF) pour n > 0. Considérons maintenant les sous-suites (va, )n
et (V4n+1)n. On vérifie aisément que

Vo, = sin(2ng) = sin(nw) =0,

pour tout n € N, car le sinus d’un multiple entier de 7 est toujours nul. Et d’autre part :
Vini1 = sin((4n + 1)%) = sin(2n7 + g) = sin(g) =1

pour tout n € N. En particulier

lim wv9, =0 et lim vy =1
n—+4o00o n—+400

On voit bien que (vn)n €t (Van+1)n sont deux sous-suites de (vy,), ayant des limites différents.
Par conséquent (vy,), ne peut pas étre convergente.



2)

On consideére la suite de terme général u, = sin("g) + % Construire trois suites extraites de uy,) :
une qui converge vers 0, une qui converge vers 1 et une qui converge vers —1.

CORRECTION : en gardant la méme notation v, = sin(nn2) que dans la question précédente,

nous pouvons écrire u, = v, + % On a déja vu que v4, = 0 pour tout n € N, donc on obtient

lim w4, = lim ﬁ = 0. On peut donc affirmer que (ug,), €st une suite extraite de (up)p
n

n—+oo ——+o00
convergeante vers 0. De méme

in(2n7 4 &) + — P
Ugpr1 = sin(2nm + — = _
Antl 2/ T dn+ 1 dn+1
ainsi  lim u4py11 = 1, car lim 74111—0—1 = 0, et donc (ugn+1)n est une suite extraite de (up)n

n—+oo n——+o00
Convergeante vers 1. Pour terminer

Exercice 14

T 1
Ugp—1 = Vin— =sin(2nm — — =14+ —
in=t = Uinoy gy = sin@nm =)+ T T
ainsi lim wu4p—1 = —1, car lim ﬁ = 0, et donc (ugn—1)n est une suite extraite de (uy),
n——+0oo n—-+0oo
convergeante vers —1.
2nm

Soit q un entier supérieur ou égal ¢ 2. Pour tout n € N, on pose u, = cos “2Z.

1)

q
Montrer que up4q = u, pour tout n.

CORRECTION: : la fonction x +— cosx étant 2m-périodique, il est clair que

2(n+q)m 2nm 2nm
Untq :COST = cos 7—1—277 = cos T = U,

pour tout n € N, ce qui prouve ’assertion.
Calculer upq et Ung1. En déduire que (un) n'a pas de limite.

CORRECTION : D’apreés la question 1), une récurrence immédiate nous dit que

Ung = Un—1)g+q = Un—-1)q = - = Yo = cos(0) =1
pour tout n € N, et de méme

27
Ung+1 = U(n—1)g+q+1 = Y(n—-1)g+1 = --- = U1 = COS(?)

Mais par hypothése ¢ > 2, donc 0 < 27” < m. La fonction z — cosz étant décroissante sur [0,7],

puisque cos0 =1 et cosm™ = —1, nous avons que —1 < cos(%’r) < 1. Nous pouvons donc affirmer
que (Ung)n €t (Ung+1)n sont deux sous-suite constantes de (uy),, en particulier

2m
li =1 et li = cos(—) # L.
g e = €8 L tngs1 = o) #

Nous avons la deux sous-suites de (uy,), ayant des limites différents, donc (u, ), ne peux pas étre
convergente.



