TD : Equation différentielle du second ordre

14 avril 2020

Exercice 1 : Equations homogénes

Résoudre les équations différentielles suivantes :

— ¢y =5y +6y=0 — Solution y(z) = K1e?* + Koe3®

—y'+y=0 — Solution y(z) = Kjsin(z) + Kacos(x)

— ' =4y +3y=0 — Solution y(r) = Kie® 4+ Kye3®

— Yy +4y +13y=0 — Solution y(z) = Kie ?*sin(3x) + Koe **cos(3z)

Exercice 2 : Equations différentielles

Résoudre les equations différentielles suivantes :

— ¢ — 5y + 6y =e* — Solution y(z) = Kie™® + K25 + Le®

— 3y +y = cos(2x) — Solution y(z) = Kicos(x) + Kasin(z) — tcos(2x)

— =3y +2y =22 -3z — Solution y(z) = Kie® + Kye® + (22 — 1)

" — 2 4 By = ze® — Solution y(z) = (Kicos(2z) + Ka(sin(2z))e” 4+ tze®
— Solution yg (z) +yp = K1€® + Koe?® + 102 + 344+ 1

—y”—3y’—|—2y=$2—3 2 2 4

Exercice 3 : Probléemes de Cauchy
Résoudre les equations différentielles suivantes telle que :

— ¢ —y = cos(2z) avec y(0) = 3 et y'(0) = 3 — Solution y(z) = 2e® + e — Leos(2x)
— ¢’ — 4y + 3y = 2e” avec y(0) =0 et ¢/ (0) =1 — Solution y(r) = —e™% + 3% — xe®



Corrigé :
— Exercice 1 : Equation 2

y'+y=0
Equation caractéristique :
X?+1=0

A=0>—4x1x1=—4

On peut écrire y(z) sous la forme
y(z) = Acos(x) + Bsin(z)

On a cos(z) = €4
. IT__,—iT
sin(zr) = “—¢

Démonstration de I’équivalence des deux expressions :

eZZE _"_ e*ll‘ e’L.’E _ e*lm Ae’L$ + Aefll' Be’L.’E _ Befll‘

Acos(x)+Bsin(x) = A( 5 )+B( ) = 5 5
= ngix + Kle_m
avecKlzé—getnggjL%

— Exercice 1 : Equation 4

y" + 4y’ + 13y = 0 Etape 1 Equation caractéristique : X2 +4X +13 =0
A=16—-4x13=-36

Solutions : X7 = _b_QF = 742761' =—-2—-3

X, = —b-g{j _ —4;—61' — 9243

yH(x) _ KleXlx + K2€X2:L“ — Kle(f273i)x + K2€(72+3i)z _ 672‘%([(1673” +K263i:p)
= e 2%(Acos(3x) + Bsin(3z))




— Exercice 2 : Equation 1

y// N 5y/ — 6y = e*

Etape 1 Résoudre équation homogene : y” — 5y’ — 6y = 0

Equation caractéristique : X2 —5X —6 =0

Résoltion équation du seconde degré : A = (—5)2 —4 x 1 x (—6) = 49

Solutions : X; = _b_\ﬂA) =5T=1
X, = —b—i—\/A _ 54T _ g

yH( ) KleXlx + KQ@XQJ: K1€6x + Koe™®
Solutions particulieres : Second membre est de la forme exponentielle, la solution particuliere sera de la
forme exponentielle yp(z) = Ae®. On procede par identification

(Ae®)" — 5 x (Ae™) + 6(Ae”) = e”
Ae” — 5 x Ae* + 6Ae” =
A—-5A+6A=1

1
A=3
Solution totale : yp(z) + yp = K17 + Koe® 4 3e”

— Exercice 2 Equation 5
y”—3y’—|—2y=:v2—3
Etape 1 Résoudre équation homogene : vy’ — 3y’ + 2y = 0
Equation caractéristique : X2 —3X +2=0
A=9—-4x2=1

Xy = Y sy

Solutions : 3

Xy = 7b+\/A u —9
yr(x) = K16X1”” —i—KQeX” Kie® 4+ Kqe?®

Solutions particuliéres : Second membre est de la forme polynomiale, la solution particuliére sera de la
forme polynomiale yp(z) = Az? + Bz + C. On procede par identification

yy(z) =2Ax+ B

yy(z) = 24

2A — 3(2Ax + B) +2(A2?2 + Bx +C) = 2% — 3
2A2% + (—6A+2B)x + (2A - 3B +2C) = 2% -3
24 =1

—6A+2B =0

2A-3B+2C = —

A=

sy
|

g S NISCNI

yp(x) = %xz + %m + i
Solution totale : yg(z) + yp = K1e® + Koe?® + %xQ + %a: + i



— Exercice 3 : Equation 1
y" —y = cos(2z) avec y(0) = 3 et y'(0) =
y" —y = cos(2z) avec y(0) = 3 et y'(0) =
Etape 1 : Résoudre équation sans seconde membre : 3/ —y =0
Equation caractéristique : X2 —1=0
Résoltion équation du seconde degré : (X +1)(X —1) =0
Solutions : X7 = —1
X9 =
yH(x) = KleXlx + K26X2m = Kle_x + ngm
Solutions particulieres : Second membre est de la forme sinusoidale, la solution particuliere sera de la forme
sinusoidale yp = Acos(2z) + Bsin(2x). On procede par identification

SIS

(Acos(2x) + Bsin(2z))" — (Acos(2z) + Bsin(2x)) = cos(2z)
—4Acos(2x) — 4Bsin(2z) — Acos(2x) — Bsin(2z) = cos(2x)

—5Acos(2x) — 5Bsin(2x) = cos(2x)

—5B=0ct -5A=1B=0ct A=—}

yp = —icos(2x) Vérification (yp — yp = cos(2x))
Solution totale : y(z) = Kie™* + Koe® — %003(2;1:)
Y (z) = —Ki1e™® + Kpe” — § x (—2sin(2z))

y'(z) = —K1e® + Kae® + 2 x sin(2z)
y(0) = Kqef +K26 —5005(0) i

K1 + Ky — 2 = §

y'(0) = lee + Koe® + 2 x sin(0) = 3

1 ce qui donne K; = 1/10 et Ky = 3/5



Y +ty = exp(t —t2/2)
Solution homogene : 3/ +ty =0
yi(t) = Ceap(—2/2)
Solution particuliere : yp(t) = C(t)exp(—t?/2) (Méthode de variation de la constante)
Yp + typ = exp(t — 2/2)
C'(t)exp(—t2/2) — tO(t)exp(—t2/2) + tO(t)exp(—t?/2) = exp(t — t2/2)
C'(t)exp(—t?/2) = exp(t — t2/2)
C'(t) = exp(t)
C(t) = [etdt = et + Cp ot Cp est une constante réelle que 'on peut prendre nulle car elle réapparait en effet
dans la solution de I’équation homogene. On déduit une solution particuliere :
Yp(t) = C(t)eap(—t2/2) = ¢!~/
Solution générale : y(t) = Cexp(—t?/2) + exp(t — t2/2)



