UNIVERSITE CLERMONT AUVERGNE MATHS APPLIQUEES AUX AUTRES SCIENCES

Fiche du chapitre II - Equations différentielles linéaires

En vue d’une utilisation lors de ’examen, ne pas annoter (surligneur et encadrement autorisés).
Dans les différentes équations proposées, les grandeurs a, b et ¢ sont des constantes données et f : R — R est
une fonction donnée. Les solutions sont exprimées en utilisant la variable réelle x. En général les solutions
sont multiples, elles seront paramétrées par les nombres réels notés K, K1 ou Ky (ou R et ¢).

[Equations d’ordre 1]

équations solutions

/ _
y +ay=0 y(:ﬂ):Ke_‘n

(équation homogéne)

Etape 1 : K e est solution de 1’équation homogéne (avec f = 0)

Etape 2 : on détermine une solution particuliére y,
/
+ay = . . . L.
y v=1 - soit en reconnaissant une solution "évidente"
- soit en utilisant la variation de la constante (voir ci-dessous)

Etape 3 : toutes les solutions sont de la forme y(z) = K e™ % 4 y,(x).

La méthode de variation de la constante permet de déterminer une solution de I’équation compléte en utilisant
la forme de la solution de I’équation homoggéne : on cherche une solution de ’équation compléte sous la forme
yp(x) = g(z)e™*" (on trouve que g doit étre une primitive de la fonction x — f(x)e®").

Remarque : si on doit résoudre une équation de la forme y/(z) + a(x)y(z) = f(x) ou a est une fonction
de la variable x, alors on reprend les différentes étapes ci-dessus en remplacant les solutions de 1I’équation
homogene (dans 1’étape 1 et pour la méthode de variation de la constante) par y(z) = Ke=4®) K € R ou
A est une primitive de la fonction a.

[Equations d’ordre 2]

équations solutions

On note A\; et Ao les deux solutions réelles de aX? +bX +c¢=0
ay”" +by +cy =0

avec A =b%—4ac >0 y(r) = K1 eM?® + Kyehe®

On note X I'unique solution réelle de aX? +bX +c=0
ay” +by +cy =0

avec A =b%—4ac=0 y(z) = (K| + Ky z)e

On note u = iv les deux solutions complexes de aX? +bX + ¢ =0

_ —=b _ V=A
(omau=5€R et v="=cR)

ay” +by +cy =0

avee A = b2 — dac < 0 y(z) = (K7 cos(vr) + Ky sin(vz))e™™

T

ou de fagon équivalente (voir ci-dessous) : y(z) = R cos(vz + ¢)e*

Dans le dernier cas, R > 0 et ¢ € [0, 27| sont déterminés en fonction des constantes K et K :

K K
R=\/K}+ K3, COS(pzfl et sincp:—f.



