Prof. Fernando Costa Jr. Engenharia da Computagao 2024.1 UFPB

Célculo Vetorial e Geometria Analitica - 3* Avaliacao

Justifique suas respostas detalhadamente.
O bom encadeamento légico das contas serd recompensado!

Nome: Matricula:

Questao 1 (2 pontos). Identifique e esboce as quadricas dadas pelas equagoes
abaixo.

(a) Q:4z* +y? —24r — 4y + 122+ 28 =0
(b) R:92% —4y* + 1822 + 16y — 52 =0

Solugao. (a) Temos

o 4r? — 247 = 4(x* — 67) = 4((z — 3)* — 9) = 4(x — 3)* — 36
oyt —dy=(y—2)°—4

Logo,

Q dx? 4+ y? —24x — 4y +1224+28 =0
= 4z —3)* =36+ (y—2)"—4+122+28=0
— 4z -3+ (y—2)?2=12— 122 = —12(2 — 1)

(y —2)?

= (v —3)*+ 1

=-3(z—-1)

Temos entao um paraboloide eliptico, com eixo paralelo a Oz, concavidade
voltada para o lado negativo do eixo e vértice no ponto V = (3,2, 1).
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(b) Temos
o — 4y + 16y = —4(y* —4y) = —4((y — 2)* — 4) = —4(y — 2)* + 16.
Logo,

R :92% — 4y? + 182 + 16y — 52 =0
= 92° —4(y —2)* + 16 + 182> —= 52 =10
— 922 —4(y — 2)% +182% = 36

v (=27 2

A U/ A
— 7 9 73

Temos entao um hiperboloide eliptico de uma folha, com eixo paralelo a Oy e
centro C' = (0,2,0). ¢

e

[%4
f'(/

Questao 2 (2 pontos). Intersecte as quadricas abaixo pelo plano z = —2 e
identifique a conica obtida.

(a) Q:($—3)2+@:3(1—z)

_22 2
y—-2° = _,
9 2

(b) R:Z—

Solugdo. (a) Fazendo z = —2 na equacao de Q obtemos

(y—2)° B (z—-3)?%  (y—2)°
T =s(1- (-2) =9 — ST T

(x—3)°+

Esta é a equacao de uma elipse com eixo focal vertical. (b) Fazendo z = —2
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na equacao de R obtemos

22 _9)2

— Zz_(y 5 )2:1—2
T —2

. Z_(’y ' ) _ 4
—%2+(y_92)2:1.

Esta é a equacao de uma hipérbole com eixo focal vertical.

Questao 3 (2 pontos). Identifique todos os elementos da elipse

@=3)2 (w-27
E: 5 + 36 =1

(seu centro, seus dois focos, seus quatro vértices, sua excentricidade). Esboce.

Solucao. Como 36 > 9 trata-se de uma elipse de centro C' = (3,2) e eixo focal
paralelo a Oy. Temos a®> =36 = a=6¢eb> =9 = b= 3. Pela relacao
fundamental da elipse a? = b* + ¢2, obtemos

A=a>-0=36-9=27 = c=+V2T.
Os focos sao

F =C+(0,¢) = (3,2) + (0,v27) = (3,2 + V27)
Fy=C—(0,¢) = (3,2) — (0,v27) = (3,2 — V27).

+

Os vértices do eixo focal sdo

Al =C+ (O,CL) = (3,2)
Ay =C —(0,a) = (3,2) — (0,6) = (3, —4)

_|_
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Os vértices do eixo secundario sao

31:C+(b,0>:(3,2)+(3, )_<7
BQ:O—(bvo):<3a2>_(37 - 72
A excentricidade desta elipse é <= */TT?. O

w
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(seu centro, seus dois focos, seus dois vértices, suas duas assintotas, sua ex-
centricidade). Esboce.

Solucdo. Como o sinal de x? é negativo, trata-se de uma hipérbole de centro
C = (0,2) e de eixo focal paralelo a Oy. Temos a*> = 9 = a = 3¢
> =4 = b = 2. Pela relacao fundamental da hipérbole ¢ = a® + b2,
obtemos

F=a®+0’=9+4=13 = c=13.

Os focos sao
Fy=C+(0,¢) = (0,2) + (0,V13) = (0,2 + V13)
Fy=C—(0,¢) = (0,2) — (0,v/13) = (0,2 — V13).
Os vértices sao

A =C +(0,a) = (0,2) + (0,3) = (0,5)
Ay =C — (0,a) = (0,2) — (0,3) = (0, 1)

Tendo em vista a posi¢ao da hipérbole (ver esbogo), assintotas sao dadas por
Y — Yo = :I:g(x — xg), onde xy e yo sdo as coordenadas do centro. Assim, as
assintotas sao as retas

2 2
y—2::|:§:c = y:i§x+2.

A excentricidade é S = —V313 O
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Questao 5 (2 pontos). Obtenha a equagao da superficie obtida pela rotagao
da curva z = 3, 2 = 0 em torno do eixo y. Esboce.

Solugao. Para cada y no eixo de rotacao, obtemos uma circunferéncia de
equacao x2 + 22 = R?, onde R ¢ o raio para aquele y, isto é, x = 3. A
equacao da superficie de rotagao é, portanto,

I‘Q + 22 — (y3)2 — ZL‘2 + 22 _ y6'

Um esbogo pode ser visto abaixo. ¢
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Questao 6 (Bonus +2 pontos). Determine a equacao do hiperboloide de duas
folhas inscrito no cone C : 322 + 2y? — 622 + 62 — 12y + 24z — 3 = 0 e de focos
Fi=(-1,3,3) e F, = (—1,3,1).

Solucao. Seja H o hiperboloide procurado. Entao H compartilha o mesmo
centro e eixo com C. Encontremos primeiramente estes elementos. Comple-
tando os quadrados, obtemos

C:3(x+1)°+2y—3)2%-6(z—2)?>*=0.

Logo, o cone C tem eixo paralelo ao eixo dos Oz e centro C' = (—1,3,2). O
hiperboloide procurado tem equacgao da forma
x+1)2 —3)2 (z—2)7?
TRRCEST S
para certas constantes o, 3,7 > 0 que devemos encontrar. Escolhemos estas
letras gregas para evitar confusao na relacao fundamental “c* = a? + b?” das
hipérboles.

Seccionando o cone C pelo plano y = 3, obtemos o par de retas

1
z:iﬁ(x%—l)%—Q. (1)

Estas retas devem ser as assintotas da hipérbole H N {y = 3}, a qual tem
equacao
x+1)2 2z —2)?
SEEY) JNCES
Olhando para os denominadores e para a equacao geral das hipérboles, temos

a=vyeb=a Como as retas (1) sdo assintotas, o coeficiente angular deve

ser ¢ = 2 \/Li (Atencio aqui! Isso ndo significa que a = 1 e b = v/2). A

igualdade I = \/LE implica que

a=V2y.

Como queremos que os focos sejam F; = (—1,3,3) e Fy, = (—1,3,1), adistancia
focal é 2¢c = ||F1F3|| = 2, donde ¢ = 1. A relagdo fundamental nos diz que
=a>+0b. Comoc=1,a=rveb=a=12y, obtemos a® = 272, donde

1
F=d®+1 = 1:72+a2:72+272:372 — 72:1/3 — = —.

V3

Visto que o = v/27, obtemos também a = % = %
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J& temos o valor de a e 7. Resta encontra o valor de 8. Seccionando o cone C

pelo plano x = —1, obtemos o par de retas
SR (2)
z=+—(y— )
/3 (Y

Estas retas devem ser as assintotas da hipérbole H N {x = —1}, a qual tem
equacao

_9)2 _9)2

U T
32 ~2

Olhando para os denominadores em relacao a equacao geral das hipérboles,

temos a = vy e b = 5. Novamente, o coeficiente angular das retas (2) deve ser

7= % = \%, o que implica (lembre que v = \/Lg)

1

Obtemos assim a = %,ﬁ =ley= \/ig, donde

1
2 2
a'=3 B e 7 =3

Portanto, a equacao do hiperboloide de duas folhas inscrito no cone C é

) (v +1)° 2
’H.—W—(y—?)) +

(22
R

Isto completa a solucao do exercicio. ¢

Boa prova!



