Fernando Costa Jr. Introdugao a Andlise Real - 2025.2 UFPB

Lista de exercicios 6
Limite de funcoes

(Os exercicios marcados com (*) sGo os mais pertinentes).
Exercicio 1 (*). Sejam f: X - R, a€ X' eY = f(X\{a}). Se lim,, f(z) = L, entdao
LeY.
Exercicio 2 (*). Sejam f: X — R e a € X’'. Suponha que, para toda sequéncia (z,,) de
pontos em X \{a}, com limz,, = a, a sequéncia (f(xn)) seja convergente. Mostre que existe
o limite lim,_,, f(x).
Exercicio 3. Sejam f: X 2 Reg:Y >R, com f(Y)CY,esejama e X' ebeY' NY.
Se limg_,, f(x) = b e lim,_,;, g(y) = L, prove que teremos limz_,ag(f(x)) = L desde que
¢ = g(b) ou entdo que x #a = f(x) #£b.

Exercicio 4. Sejam f,g: R — R definidas por

_Jz sexeQ ~J1 sexz=0
f(x){O se z € R\Q ¢ g(x){o se x # 0

Mostre que lim,_,o f(z) = 0 e lim,_, g(y) = 0, porém nao existe lim,_,¢ g(f(m))

Exercicio 5 (*). Seja f : R — R definida por f(0) = 0 e f(z) = sen(1/x) para z # 0.
Mostre que, para todo ¢ € [—1,1], existe uma sequéncia (z,) de pontos z, # 0 tal que
limz, =0 e lim f(z,) =c.

Exercicio 6 (*). Prove que a € X/, (respectivamente a € X’ ) se, e somente se, a = limz,,
é limite de uma sequéncia (x,,) decrescente (respectivamente, crescente) de pontos z,, € X.
Exercicio 7 (*). Prove que lim,_,,+ f(z) = L (respectivamente, lim,_,,- f(x) = L) se,
e somente se, para toda sequéncia (z,) decrescente (1respectivamente7 crescente) de pontos
Zpn € X com limz,, = a tem-se lim f(z,) = L.

Exercicio 8. Seja f : R* — R definida por f(z) = 1/(1 + a'/*), onde a > 1. Prove que
lim,_,o+ f(x) =0 e lim,_,o- f(z) =1.

Exercicio 9 (*). Sejam f : X — R monétona e a € X/,. Suponha que existe uma sequéncia
(zn,) de pontos z,, > a com limz,, = a tal que lim f(x,,) = L. Prove que lim,_,,+ f(z) = L.

Exercicio 10. Seja f : R* — R definida por f(x) = sle:(zlléf), determine o conjunto dos
ntimeros L € R tais que L = lim f(z,) para alguma sequéncia (x,) de pontos z, # 0 com

limz, = 0.

Exercicio 11. Seja p : R — R uma fun¢ao polinomial ndo constante, isto é, p é dada por
p(x) = ap + a1z + -+ -+ a,x™, para algum n € N, com a,, # 0. Sejam L = lim,_, o, p(x) e
M =1lim,_, o p(z). Prove que:

(1) Sen é par,entao L=M = +oosea, >0e L =M = —o0 se a, <0.
(2) Se n é impar, entdo L =+ocoe M = —cosea, >0,e L=—-0c0e M = +o0 se a,, < 0.

Exercicio 12 (*). Seja f : R — R definida por f(z) = x senz. Prove que, para todo ¢ € R,
existe uma sequéncia (z,) tal que limz,, = +oc0 e lim f(z,) = c.



