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Lista de exercicios 7
Fungoes continuas

(Os exercicios marcados com (*) sGo os mais pertinentes).

Exercicio 1 (*). Sejam f,g : X — R continuas no ponto a € X. Prove que também sao
continuas no ponto a as fungdes ,¥ : X — R definidas por ¢(xz) = max{f(x),g(z)} e

¢ = min{f(z),g(z)}.
Exercicio 2 (*). Sejam f,g : X — X continuas. Prove que, quando X é aberto, o

conjunto A = {x € X : f(z) # g(z)} também é aberto, e quando X é fechado, o conjunto
F={zeX: f(z) =g(z)} também ¢é fechado.

Exercicio 3 (*). Seja f : R — R continua. Prove que, se f(x) = 0 para todo z € X, entao
f(x) =0 para todo z € X.

Exercicio 4. Prove que f : R — R é continua se, e somente se, para todo X C R, tem-se

J(X) C f(X).

Exercicio 5 (*). Sejam f,g : X — R continuas no ponto a € X. Suponha que, em
toda vizinhanga de a, existem pontos z,y tais que f(z) < g(z) e f(y) > g(y). Prove que
fla) =g(a).

Exercicio 6. Seja f : X — R descontinua no ponto a. Prove que existe € > 0 com a seguinte
propriedade: ou se pode achar uma sequéncia (x,) de pontos z, € X com limz, = a e
f(zn) > f(a)+e paratodo n € N, ou se acha (y,) com y, € X, limy, =ae f(y,) < f(a)—¢
para todo n € N.

Exercicio 7 (*). Uma funcao f : X — R é dita localmente constante quando todo ponto
de X possui uma vizinhanca V tal que f é constante em V N X. Prove que toda fungao
f I — R, localmente constante num intervalo I, é constante.

Exercicio 8 (*). Seja f : I — R uma fungdo mondtona, definida no intervalo I. Se a
imagem f(I) é um intervalo, prove que f é continua.

Exercicio 9 (*). Seja f: R — R continua tal que lim,_, o f(z) = lim,— o f(x) = Fo00.
Mostre que existe g € R tal que f(zg) < f(x) para todo x € R.

Exercicio 10. Seja f : R — R continua tal que lim,_, 4 f(2) = o0 elim, o f(x) = —o0.
Mostre que, dado ¢ € R, existe dentre as solugbes = da equacdo f(z) = ¢ uma cujo médulo
|z| é minimo.

Exercicio 11. Prove que nao existe fungao continua f : [a,b] — R que assuma cada um
dos seus valores f(z), z € [a, b], exatamente duas vezes.

Exercicio 12 (*). Uma funcao f : R — R diz-se periddica quando existe p € R, tal que
f(z + p) = x para todo € R. Prove que toda fun¢do continua periédica f : R — R
¢é limitada e atinge seus valores maximo e minimo, isto é, existem zg,z; € R tais que
f(z0) < f(x) < f(z1) para todo z € R.

Exercicio 13. Seja f : X — R continua no conjunto compacto X. Prove que, para todo
e > 0 dado, existe k. > 0 tal que z,y € X, |z —y| > ¢ = |f(z) — f(y)| < ke|z — y|. (Isto
significa que f cumpre a condicao de Lipschitz contanto que os pontos x, y nao estejam
muito préximos.)
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Exercicio 14. Se toda funcao f: X — R é uniformemente continua, prove que o conjunto
X é fechado porém nao necessariamente compacto.

Exercicio 15 (*). Mostre que a fungdo continua f : R — R, dada por f(z) = sen(x?), ndo
¢ uniformemente continua.

Exercicio 16 (*). Dada f : X — R uniformemente continua, defina » : X — R ponto
p(xz) = f(z) se x € X é um ponto isolado e p(x) = lim,_,, f(y) se x € X'. Prove que ¢ é
uniformemente continua e ¢(z) = f(z) para todo z € X.

Exercicio 17 (*). Seja f : R — R continua. Suponha que existem os limites lim,_, 1 o f(x)
e lim,_,_ f(z). Prove que f é uniformemente continua. Mesma conclusio vale se existem
os limites de f(x) — « quando  — +o0.

Exercicio 18 (*). Sejam f,g : X — R uniformemente continuas. Prove que f + ¢ é uni-
formemente continua. Prove que o mesmo ocorre com o produto f-g quando f e g sao ambas
limitadas. Prove também que as fungoes ¢, 9 : X — R definidas por p(z) = max{f(z), g(z)}
e ¢ = min{ f(z), g(z)} sdo igualmente uniformemente continuas.



