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Exercice 1. Résoudre sur R I" équation différentielle

a. 4y +3y=0

Rappel de cours. Soit A une primitive de a sur un intervalle |. L’ensemble des
solutions sur | de I'équation différentielle 'y’ = a(t)y est

SH:{y:tHAeA(t);)\ER}.

3 . 3 . 3
a. 4y +3y=0 y’:fzy. Ici a(t):fz, la fonction t+ —=t est une
primitive de a sur R. L'ensemble des solutions de I'équation différentielle est :

SH:{y:tHAefgt;)\eR}.
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Résoudre sur R les équations différentielles

b. 1+t)y —2ty=0 c. (1+t)y —ty=0

2t
2 _ _ .
2t u'(t) 5
a(t) = Te - ) avec u(t) =t +1.

La fonction t s In(u(t)) = In(t? + 1) est une primitive de a sur R. Les solutions

de I'équation différentielle sont donc de la forme y(t) = Ae(*+1) = \(¢2 + 1),
Su={y: t= ANt*+1); € R}.

t

T

¢ 1+82)y —ty=0 <<=y =

a(t) = ?’ftz — A(t) avec A(t) = %m(ﬁ +1) (voirb)).

Les solutions de I'équation différentielle sont de la forme
y(t) = AeMO = ez M(EH) = N2 1T,

Sy={y:t=A/t2+1; AeR}.
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y'= (2 - 1>y
Exercice 2. Résoudre le probleme de Cauchy &
y(2)=1

On se place dans I'intervalle / =]0, +oo|. La fonction A : t — 2t — In(t) est une

primitive sur | de la fonction a:t— 2 — T donc les solutions sur | de I'équation
1
différentielle y’' = (2 — ;)y sont de la forme

e2t th

eln(t

y(t) — /\62t—|n(t) =\

fai
~

Alors
et 2
y2)=1 < /\le = A=

y' = (2 - l)y
La solution (sur ]0, +oc[) du probleme de Cauchy t est la

2e2t
fonction y @t ——.
e*t
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Exercice 3. a) Trouver une solution particuliére (de la forme

t — ¢ cos(3t) + cxsin(3t), avec ¢, ¢ constantes réelles ) de |'équation
différentielle y’ — y = cos(3t).

a) On considére |'équation différentielle

(E1) y' — y = cos(3t)

Posons y(t) = ¢1 cos(3t) + ¢ sin(3t), avec ci, ¢ € R. Alors

VteR, y'(t)—y(t) = (—3cisin(3t) + 3c2cos(3t)) — (c1cos(3t) + casin(3t))
= (—c +3c)cos(3t) + (—3c1 — ) sin(3t).

y est une solution de (E;) <= Vt€&eR, (—c + 3c)cos(3t) + (—3c1 — ) sin(3t) = cos(3t)

— 3co =1 =-1/10
{C1+ o {Cl /

3ci1+c =0 o =3/10
_ 3t in(3t . N
La fonction y; : t — 7cosi(0 ) + 3S|n1(0 ) est une solution particuliere de (£7).
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b) Trouver une solution particuliere (de la forme t — ce*® avec c constante
réelle) de I'équation différentielle y’ — y = e*t.

b) On considere I'équation différentielle

(E2) y' —y=¢€".

at

Posons y(t) = ce*, avec ¢ € R. Alors

vVt e R, y'(t) — y(t) = 4ce?t — ce*t = 3ce*t

Donc )
y est une solution de (E;) <= 3c=1 <= c= 3

at
La fonction y, : t — - est une solution particuliere de (E).
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c) En déduire une solution particuliere de I'équation différentielle
(E') y' — y = cos(3t) + e*t. J

t i t
c) On a vu en a) que la fonction y; : t +— 7cosl(03 ) +3S|n1(3 ) est une solution de
(E1). y' =y = cos(3t)
4t

. On a vu en b) que la fonction y, : t — 3 est une solution de

(E2). y —y=¢é*
VteR, (y1+y2)(t) = (i +y2)(t) = () —yi(t) + (va(t) — y2(t))
= cos(3t) + e*".
3t in(3t 4t
La fonction yi + yo @ t+> fcoj(o ) + 3S|n1(0 ) + % est donc une solution
particuliere de
(E). y' —y = cos(3t) + e*
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d) Résoudre (E’) y’' — y = cos(3t) + e*t ]

(E’) est une équation différentielle linéaire du premier ordre, dont

cos(3t) _sin(3t) e*

ity t— — 3 10 + 3 est une solutions particuliére. Les

solutions de (E’) sont obtenues comme la somme de y; + y» et d'une solution de
I'équation différentielle homogeéne associée a (E’),

(Ef;) y'—y=0.

Les solutions de (E’)y sont de la forme t — \ef, avec \ constante réelle.
L’ensemble des solutions de (E’) est donc

c t.
10 10 +3+)\e,)\€R

3t in(3t At
S:{y:t’_)_cos( )+35|n( ) e }
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Exercice 4. On considere I'équation différentielle  (E) 7y’ +2y = t> — 3t +5.

a) Résoudre I'équation homogene associée.

L'équation homogene associée a (E) est (En) 7y’ +2y =0.0Ona

2
7y +2y =0 < y':—?y

donc I'ensemble des solutions de (Ey) est

Su={y:t— 27T, XecR}.
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On considere I'équation différentielle  (E) 7y’ +2y = t> — 3t +5.
b) Chercher une solution particuliére de (E) qui soit une fonction polynomiale de
degré 2, puis résoudre (E).

Nous cherchons une solution particuligre y : t — at?> + bt + ¢, ol a, b, ¢ sont des
constantes réelles. On a

7(2at + b) + 2(at? + bt + ¢)
2at? + (14a + 2b)t + (7b + 2¢)

VtER, Ty'(t) +2y(t)

y est une solution de (E) <= Vt€R, 2at?> + (14a+2b)t + (7Tb+2c) =t> —3t +5
2a=1 a=1/2

= l4a+2b=-3 <= b= -5

7Tb+2c=5 c=20

: t? : T
La fonction yg : t+— — — 5t + 20 est une solution de I'équation différentielle

(E). L'ensemble des solutions de(E) est

#2
5:{}/0+z;zESH}:{y:t¢—>575t+20+>\e*2t/7;)\ER}.

L1S1 Portails Math-Info & Math-Physique A Corrigé des exercices 1 a 7. 2020-21 10 /22



On considere I'équation différentielle  (E) 7y’ +2y = t> — 3t +5.

c) Déterminer I'unique solution de (E) prenant la valeur 3 en 7.

Nous avons vu en b) que les solutions de (E) sont de la forme
2

t
yit— 5~ 5t + 20 + \e 2t/7 , ol \ est une constante réelle. On a alors

49
y(7)=3 <= —-35420+Xe?=3

2
19 13
= e ?=3-—=-—"
€ 2 2
13€?
A=
— 5

L'unique solution de (E) prenant la valeur 3 en 7 est la fonction

t? 13e2
te o = 5t 420 — —o0 o=2t/7,
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Exercice 5. La loi de refroidissement de Newton stipule que la vitesse de

refroidissement d'un corps inerte est proportionnelle a la différence de température
entre ce corps et le milieu ambiant. La température (en °C) du corps a l'instant t
(en minutes) est notée A(t). La température du milieu ambiant est noté Tp.

La loi de Newton se traduit mathématiquement ainsi : la fonction 6 est solution

de I'équation différentielle y’ = —pu(y — To) , ob > 0 est une constante qui
dépend du corps inerte (c'est le coefficient de proportionnalité, qui est fixé).

a) Résoudre cette équation différentielle.

L'équation différentielle linéaire

(E) y'=—ply = To) = —py + uTo

a une solution particuliere évidente : la fonction constante égale a Ty.
De plus I'équation différentielle homogéne associée est

(En) y'=—npy.

L'ensemble des solutions de (Ey) est Sy = {y : t+> e Ht; X € R}.
L’ensemble de solutions de (E) est donc

S={To+z;zeSu}={y:t— To+ e "; XeR}.
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b) Dans une piece dont la température est de 20°C, on met une tasse de thé de
température 80°C. On constate qu'au bout de 2 minutes, la température du thé
a baissé a 60°C. Déterminer la valeur du coefficient p. Quelle est la température
du thé au bout de 4 minutes?

Notons 6(t) la température (en °C) du thé au bout du temps t (exprimé en
minutes). D’aprés la loi de refroidissement de Newton, la fonction 6 est une
solution de I'équation différentielle y’ = —u(y — To), pour un certain parametre
> 0. Donc d'aprés a), il existe une constante réelle A telle que

Vt € [0, 400, O(t) = To+ Xe .

On sait que To = 20 et 0(0) = 80, #(2) = 60. Ces informations vont nous
permettre de déterminer p et A. En effet,

0(0) =80 <= 20+ A =80 < A =060.

Donc 6(t) = 20 + 60e#*.

1 2
:—7| —_
= u 5 n(3)

winN

0(2) =60 <= 20+ 60e % =60 «— e 2 =

L1S1 Portails Math-Info & Math-Physique A Corrigé des exercices 1 a 7. 2020-21 13 /22



Donc 6(t) = 20 + 60 ez "(3),
La température du thé au bout de 4 minutes est

2 2
o(4) = 20+60e2'“(%):20+60-(§)
4 80 140
— 20460 - =204+ =" ~46,7.
L R T ’
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Exercice 6. Résoudre I'équation différentielle suivante :

a. ty' +3y —2t5=0 (sur]0,+o0|)

L'équation différentielle est équivalente a
/ 3 4

C'est une équation différentielle linéaire du premier ordre. L'équation homogene
associée est

(En)- y'=—<y

3
i) La fonction A : t — —3In(t) étant une primitive de la fonction t — — 5 sur
10, +o0[, I'ensemble des solutions de (Ep) sur ]0, +oo[ est

A
Sy ={y — Ae 3O = & A eR}.
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ii) On cherche ensuite une solution particuliere de (E) y' = 5 +2t* sous la

1
forme yo(t) = k(t)t— (méthode de variation de la constante). On a

3 k'(t) k(t) 3 k(t) K(t)
/ > _ _ — . =
¥o(t) + yo(t) ( R ) T 3
H H k/(t) 4 N A H
Donc yp est une solution de (E) si Vt €]0, +oo], = 2t7, c'est-a-dire si

Vt €]0, +o0[, K'(t)=2t".
ts
Posons k(t) = 7 k est une primitive de t — 2t, donc la fonction

est une solution particuliere de (E).
iii) Conclusion. L'ensemble des solutions de (E) (sur ]0, +oo[) est

t5

4+%;)\ER}.

5:{yo—|—z;z€5H}:{y:t>—>
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Résoudre |' équation différentielle suivante :
b. y' + (tant)y = sin(2t) (sur]—7/2,7/2[) . J

i) L'équation différentielle est équivalente a
(E") y' = —tan(t)y + sin(2t).

C'est une équation différentielle linéaire du premier ordre, d'équation homogene
associée

(Eh)- y' = —tan(t)y

in(t '(t
i) On a —tan(t) = _sin(t) = cos'( ) Notons que sur l'intervalle
cos(t)  cos(t)
I =] —7/2,7/2[, cos(t) > 0. La fonction A : t — In(cos(t)) ést une primitive de

la fonction —tan sur /, donc I'ensemble des solutions de (E},) sur |0, 4+o0] est

S, = {y = xe"(()) = xcos(t); A € R}.
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/

ii) On cherche ensuite une solution particuligre de (E’) y' = —tan(t)y + sin(2t)

sous la forme yo(t) = k(t)cos(t). On a

Yo(£) +tan(t)yo(t) = K'(t) cos(t) — k(t) sin(t) + ;')';((?) k(t) cos(t) = K'(t) cos(t).

Donc yp est une solution de (E’) si

vVt e |, k'(t)cos(t) = sin(2t) = 2 cos(t)sin(t), c'est-a-dire si

Vtel, k'(t) = 2sin(t).

Posons k(t) = —2cos(t); k est une primitive de t — 2sin(t), donc la fonction

yo i t — —2(cos(t))?

est une solution particuliere de (E').
i) Conclusion. L'ensemble des solutions de (E’) (sur [ =] — 7/2,7/2[) est

S ={y+z;z€S,}={-2(cos(t))* + Acos(t); A € R}.
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y +y=te

Exercice 7. Résoudre le probleme de Cauchy a.
y(0) =1

L'équation différentielle linéaire du premier ordre y’ + y = tet est équivalente a

(E) y'=—y+te

i) L'équation homogene associée est (Ey) y' = —y . L'ensemble des solutions

de (Ey) est Sy ={t— e '; A € R}.

ii) Cherchons une solution particuliére de (E) sous la forme yo(t) = (at + b)e?,
ol a, b sont des constantes réelles. On a

yo(t) + yo(t) = [ae' + (at + b)e'] + (at + b)e' = (2at + (a+ 2b))e’.

Donc : yp est une solution de (E) <= ? — /
a+2b=0 b=-1/4

t 1
La fonction yp:t— (5 - Z)et est une solution particuliere de (E).
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iii) D'aprés i) et ii), I'ensemble des solutions de (E) est

t 1
Sz{y:tr—><§le>et+)\eft;)\€]R}

iv) Pour quelle valeur de la constante A la condition y(0) = 1 est-elle satisfaite
par une solution de (E)? On a

1 1 5
y(O):—Z—i—)\ donc y(0)=1 < _Z+)\:1 — )\ZZ-

/ =t t
Conclusion. La solution du probleme de Cauchy yty=te est
y(0) =1
t— (t 1) g 2t
: —— et +-e".
Y 2 4 4
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2e3t
y' =3y

Résoudre le probleme de Cauchy : b. T11e
y(1) =0
3t
L'équation différentielle linéaire du premier ordre y’ — 3y = 1T peut s'écrire
2e3t
E’ =3 —
(E) Y =3+ 15

i) L'équation homogene associée est (Ej,) y’ =3y . L'ensemble des solutions
de (Ef) est S}, = {t+> Ae®; N e R}

ii) On cherche une solution particuliere de (E) par la méthode de variation de la
constante, en posant yo(t) = k(t)e3t. Alors

vo(t) = 3yo(t) = (K'(t)e> + 3k(t)e®") — 3k(t)e> = K'(t)e* .

Donc yp est une solution de (E) si Vt € R, k'(t) = 78

La fonction 2 arctan étant une primitive de t 5 la fonction

1+t
Yo i t — 2arctan(t)e® est une solution particuliere de (E).
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iii) D'aprés i) et ii), I'ensemble des solutions de (E') est
S ={y:t~2arctan(t)e® + \e® = (2arctan(t) + \)e**; A € R}

iv) Il reste a trouver la valeur de la constante A\ pour que la condition y(1) =0
soit satisfaite. On a

y(1) = (2arctan(1) + \)e® = (z +2)e®

2
donc - -
y(1)=0 < §+>\:0 = A:—E.
, 3 2e3t
Conclusion. La solution du probleme de Cauchy Y Y=1 +t2 st
y(1) =0

yit <2 arctan(t) — g)e3t.
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Analyse 1

TD 4
Correction des exercices 8 a 12



Théoreme
Soit P(X) = X2 + aX + b le polynéme caractéristique de I'équation différentielle

y'+ay' +by=0 (H)

et soit A le discriminant de P.

i) Si A > 0, en notant r, et r» les deux racines distinctes réelles de P, |'ensemble
des solutions de (H) est

Sy = {y:t+> Xe™" + pe™"; \, u constantes réelles} .

i) Si A = o, en notant ro € R la racine double de P, I'ensemble des solutions de
(H) est
Sy ={y:t— (A+ ut)e™"; X\, u constantes réelles} .

iii) Si A < o0, en notant a + i et & — if3 les deux racines complexes conjuguées
distinctes de P, I'ensemble des solutions de (H) est

Sh = {y : t— (Acos(Bt) + usin(Bt))e>"; A, u constantes réelles} .

Rappel TD 4



Exercice 8 :
Résoudre |'équation différentielle  y”’ —y’ —y =0 (E).

C'est une équation différentielle homogéne dont le polynéme caractéristique est
P(X)=X?—-X—1.

Comme A = 5 > 0, P admet deux racines réelles distinctes

1tV 12V6

2 2

Donc I'ensemble des solution de (E) est

Se= {t‘»—>)\e(l2\/§>t+,ue<1+2\/g)t [ A w E]R}.

Exercice n°8 TD 4



Exercice g :

. 14 . iees : 1" / @, =
a) Résoudre I'équation différentielle —2y”” + 6y’ — sy =o.

On a

9 9
—2y”+6y/—;y:0 = y”—3y/+1y:o (E).

C'est une équation différentielle homogéne dont le polynéme caractéristique est
P(X)=X?—-3X+ %.

Comme A =9 — 4 X 9 = 0, P admet une racine réelle double : 3
4 2

Donc I'ensemble des solution de (E) est

Se= {tH ()\+ut)e%t [ A, w GR}.
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Exercice g :

b) Parmi les solutions trouvées en a), déterminer celle qui vérifie les conditions initiales
¥(0) =2, y'(0) = —1.

Les solutions sont de la forme
y(t) =X+ ut)e%t avec A\, p € R.
Comme s 3 s
Y'(t) = pex’+ (A + ut)es,

alors y(0) = Aet y'(0) = 3x+ p.

Donc
0)=2 A=2
y/() (:>{3 = A=2etpu=—4.
y'(0)=—1 Atpu=-1
La solution est donc 5
3t
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Exercice 10 :
11 5! —o
a) Résoudre le probléeme de Cauchy : Y Y /+ &7
y(0) =y'(0) =1
Le polynéme caractéristique associé a I'équation différentielle

y"—2y'+5y=0

est P(X) = X2 —2X + 5.

Comme A =4 — 4 X 5= —16 < 0 alors P admet 2 racines complexes conjuguées :
2 —4i 2 i
4:1—2i et T4 =1+ 2/.
2 2

Donc la solution du probléme de Cauchy est de la forme

y(t) = (Acos(2t) + psin(2t))e’ avec A, u € R.
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Exercice 10 :
"o / —
a) Résoudre le probléeme de Cauchy : Y = ,+ =
y(0) =y'(0) =1
Comme

y'(t) = (—2Xsin(2t) + 2 cos(2t)) ef + (A cos(2t) + psin(2t))e’
=[(X + 2p) cos(2t) + (—2X + p) sin(2t)]e".

alors y(0) = A et y/(0) = A+ 2p.

Donc
ylo) =1 <~ A=1 < A=1etp=o.
y'(0) =1 A+2u=1

La solution du probléme de Cauchy est donc

y(t) = cos(2t)e’.
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Exercice 10 :

b) Donner I'allure de la courbe représentative de la solution trouvée en a).

Courbe représentative de la solution :

Exercice n°10

—20 4

TD 4




Exercice 11 :

Résoudre les équations différentielles suivantes :

a.y” —ay' + 4y =cost (E); b.y" +y + % =te 2" (E').
a. Résolvons I'équation homogene associée
/! / —
y'—ay'+4y=0 (H).

Le polynéme caractéristique est P(X) = X2 — 4X + 4. Comme A = o alors P admet
une racine double : 2

L'ensemble des solutions de (H) est

Sy = {t>—> A+ ut)et | A, u ER}.
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Exercice 11 :

Résoudre les équations différentielles suivantes :

a.y” —ay' +4y=cost (E); b.y'+y + g =te 2t (E).

Cherchons une solution particuliére y, de la forme
Yo(t) = acos(t) + bsin(t) a, bER

(une solution de cette forme existe d'apres le cours).
Comme

yl(t) = —asin(t) + beos(t) et y!/(t) = —acos(t) — bsin(t) = —yo(t)

alors
Yo (1) = 4y5(t) + 4yo(t) = — 4y (t) + 3y0(t)
= — 4(—asin(t) + bcos(t)) + 3(acos(t) + bsin(t))
=(3a — 4b) cos(t) + (42 + 3b)sin(t)

Donc y, est solution de (E) si et seulement si

(3a — 4b) cos(t) + (4a+ 3b)sin(t) = cos(t) pour tout t € R
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Exercice 11 :

Résoudre les équations différentielles suivantes :

a.y” —ay' + 4y =cost (E); b.y" +y -I—E =te 2" (E').

et par identification

4:){33_4/31 = a=2 b=-2
4a+3b=o0 25 25

Par conséquent,
1 .
¥o(t) = — (3 cos(t) — 4sin(t)).
25
Donc I'ensemble des solutions de (E) est

Se={t— yo(t) + ¥(t) | ¥ € Su}

:{t s 2 (3cos(t) — asin() + (A + pt)e | A\ e R}
25
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Exercice 11 :

Résoudre les équations différentielles suivantes :

a.y” —ay' + 4y =cost (E); b.y" +y + % =te 2" (E').

b. Résolvons I'équation homogene associée

1
y”+y’+;y=0 (H).

Le polyndme caractéristique P(X) = X> 4+ X + % (A = —1 < 0) admet 2 racines
complexes conjuguées
—1—i —14i
et .
2 2

Donc I'ensemble des solutions de (H) est

S = {t > (Acos(t/2) + psin(t/2))e /2 | \,p € R} .

Exercice n°11 TD 4



Exercice 11 :

Résoudre les équations différentielles suivantes :

a.y” —ay' + 4y =cost (E); b.y" +y +£ =te 2' (E').

On cherche une solution particuliére y, de la forme

yo(t) = (a+ bt)e 2" a, bER.

Comme

yi(t) = (b—2a—2bt)e 2" et y/(t) = (4a— 4b+ 4bt)e "

alors

t a b
Vi) i)+ 20 (32— ab+ 20) e

Donc y, est solution de (E’) si et seulement si

b
(f —3b+ it) e 2t = te 2" pour tout t € R.
2 2
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Exercice 11 :

Résoudre les équations différentielles suivantes :

a.y” —ay' + 4y =cost (E); b.y" +y -I—E =te 2" (E').

et par identification

52 3b=o0
2 12 2
= = a=—,b=2>
5b 25 5

=
D’ou 5
Yo(t) = —(5t+ 6)e "
25

Donc I'ensemble des solutions de (E’) est
Se ={t = yo(t) +y(t) | y € Su}

:{t — %(5t+ 6)e 2t + (Acos(t/2) + wsin(t/2))e 2 | A, p e R}
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Exercice 12 :
1" _ oyl = a2 1
Résoudre le probleme de Cauchy & 4 f/ 3t
y(0) = —2,y'(0) =1
On résout I'équation homogéne associée

2 1
' -2y —y=0 = y”—gy’—gy:&

Le polynéme caractéristique est P(X) = X2 — %X — é Comme A = % > o alors P
admet 2 racines réelles distinctes

2/3-4/3 _ 1 2/3+4/3
2 3 2

L’ensemble des solutions de I'équation homogeéne est

SH:{tn—>)\e7§+uet\/\, uER}.
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Exercice 12 :

Cherchons une solution particuliére de la forme

Yo(t) = at> + bt+c a, b, ceR.

Comme
35 (t) — 2y5(t) — yo(t) =3(2a) — 2(2at + b) — (at” + bt + )
=—at> 4+ (—4a—b)t+6a—2b—c

alors y, est solution de (E) si et seulement si

—at®> + (—4a— b)t+6a—2b—c=3t>+1 pourtoutt€R

et par identification
—a=3
< { —4a—b=o0 <= a=—3, b=12, c = —43.
6a—2b—c=1

Donc
Yo(t) = —3t% + 12t — 43.
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Exercice 12 :
I _ oyl oy — a2 41
Résoudre le probléme de Cauchy 3y v 3/ 3+
y(0) = —2,y'(0) =1
Par conséquent, la solution est de la forme

t
y(t) = —3t> + 12t — 43 + de 3 + pe.
Déterminons les valeurs de X et p :
comme
, At "
y'(t)=—6t+12— —e 3 4 pe
3

alors y(0) = —43+ A+ p et y'(0) =12 — % +p

Donc

< A=30, p=2.

{y(0)=2 — {43+/\+u=2

y'(0) =1 12—%+,u:1

Par conséquent, la solution est

y(t) = =3t + 12t — 43 + 396‘75 + 2ef.
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