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Chapitre 3 : Equations différentielles

Equations différentielles linéaires d’ordre 1



Equations différentielles linéaires d'ordre 1 homogénes

Definition
On appelle équation différentielle linéaire homogene d'ordre 1
I"équation

y' +a(t)y =0 (EH)
ot a: | — R est une application continue. L'inconnue est la
fonction y de classe C!.

» A droite de I'égalité on a 0 : on parle d'équation homogéne.
Lorsque le second membre n'est pas 0, |'équation est dite
non-homogeéne.

» Sion a I'équation
b(t)y +c(t)y =0

avec b, ¢ : | — des applications continues et b(t) # 0, Vt € /,
on se raméne au cas précédent en posant a = %.



Solution de Ep

Proposition
Les solutions de (Ey) sont les fonctions

£ Cexp(— / " a(s)ds)

to
outgel et CeR.

Preuve : Vérifier a la main en dérivant...

A savoir par coeur



A la physicienne

Y at(e) = b(r)
__ (t)dt
y

On intégre :

y t
In <> = —/ a(s)ds + Cste
Yo to

y(t) = yoexp(— /tt a(s)ds + Cste) = Cexp(—/t a(s)ds)



Exemple 1

Y +ty = exp(t — t2/2)
Recherche de yy @ yn(t) = Cexp(—t2/2)

Recherche de yp : yp(t) = C(t)exp(—t2/2). On trouve en
refaisant le calcul précédent :

C'(t)exp(—t?/2) = exp(t — t?/2) = C'(t) = exp(t) =

C(t) = exp(t) + Cste, peu importe pour Cste, d'ou
yp(t) = C(t)exp(~2/2)

Conclusion :

y(t) = Cexp(—t?/2) +exp(t — t?/2)

YH yp




Exemple

>y +(t—-1)y=0=

» y' + cos(t)y =0 =
y(t) = Cexp(—sint)

Notez qu'il n'y a pas de tp (le terme avec ty peut &tre mis dans la
constante C lorsque I'on ne spécifie pas la condition initiale).
Lorsque la condition initiale est fixée (& un temps initial), voir plus
loin la notion de probléme de Cauchy.



/
=0
)/+t2+1y

= |les solutions s'écrivent

y(t) — Ce™ arctan(t)




Equations différentielles linéaires d'ordre 1 non-homogeéne
Definition
On appelle équation différentielle linéaire non-homogéne d'ordre 1
I"équation
y' +a(t)y = b(t) (EnH)

ot a,b: I — R sont deux applications continues. L'inconnue est la
fonction y de classe C!.

Proposition

Les solutions y de cette équation se trouvent en additionnant une
solution yy de (Ey) et une solution particuliére yp de (Eny) :

Y=YHtyp

» Pour trouver une solution de (Ep), apprendre la formule (1)
par coeur.

» Pour trouve une solution de (Epnpy), apprendre la méthode de
variation de la constante ci-aprés.



Méthode de variation de la constante

Regardez bien le calcul suivant fondamental en pratique.

Ne pas retenir la formule par coeur : savoir faire ce calcul en
pratique dans tous les cas.

On charche yp = C(t) exp(— ft

Vb + a(t)y(t) = C'(t) exp(~ / " a(s)ds) = b(t) =

to

C'(t) = b(t) exp(/ a(s)ds) =

to

C(t) = /t b(s) exp(/s a(t)dr)ds + Cste

to to



Méthode de variation de la constante

en prenant Cste = 0 (peu importe pour Cste, on s'en fiche, voir la
notion “probléme de Cauchy” plus loin) on a donc :

Volt) = /t : b(s) exp( / " 2(r)dr)ds exp(— / " a(s)ds)

to to

yolt) = / " b(s) exp( / " a(r)dr)ds

to t



Théoréme général

Théoréme
Soit a, b : | = R deux fonctions continues. Les solutions de
I"équation différentielle

s'écrivent
t t s
y(t) = Cexp(— / a(t)dt) + / b(s) exp!( / a(r)d7)ds
to to t
ot CeRetteR.
Sans spécifier plus (voir plus loin probléme de Cauchy), peu

importe le choix de ty. Avec un probléme de Cauchy, on sera amené
a fixer de maniére unique C si on vous donne ty et yg.



Exemple 2
y' +y = cos(t)
Recherche de yy : yy(t) = Cexp(—t)

Recherche de yp : yp(t) = C(t)exp(—t). On trouve en refaisant le
calcul précédent :

C'(t) exp(—t) = cos(t) = C(t):/ cos(s)e’ds.

to

Conclusion : en faisant deux intégrations par parties (voir ci-aprés)
on trouve que

etcost+ elsint cost+sint
Cly = SCEEINE (- Costioint

d'ou )
cost+sint

y(£) = Cexp(—t) + <=5



Faire 2 IPP :
/et cos tdt = [e'sint] — / e’ sin tdt
=efsint — ([et(— cost)] — /—cos tetdt>
= e'(cost +sint) — /et cos tdt

d'ou
2 / e’ cos tdt = e'(cost +sint)



Recherche de solutions particuliéres

On considére a,w € R, P(t) un polyndme, et I'équation
y' + ay = P(t) exp(wt).

Pour la solution particuliére, on cherche les solutions de cette

maniére (3 retenir par coeur) :
yp(t) = Q(t) exp(wt)

avec deg(Q) = deg(P) si w+ a # 0 et deg(Q) = deg(P) + 1 si
w+a=0.

Il faut appliquer la méthode pour la retenir!



Exemple 1

» y' +2y = texp(—t) d'ou on cherche
yp(t) = (at + b) exp(—t)
..... procéder par identification pour trouver
yp(t) = (t — 1) exp(—t)

En effet :
yp +2yp = (at + a+ b) exp(—t)

dola=1let b= -1.



Exemple 2

> y' + 2y = exp(—2t)
d'ol on cherche
yp(t) = (at + b) exp(—2t)

ce qui donne
yp + 2yp = aexp(—2t)

d'oli on peut prendre b =0 et a = 1. Ainsi :

yp(t) = texp(—2t)



Probléme de Cauchy

Definition

Un probléme de Cauchy est une équation différentielle linéaire
non-homogéne de degré 1 couplé d'une condition initiale a un
instant tg donné :

y'+a(t)y = b(t), y(to) = yo.
ol a,b: | — R sont deux fonctions continues, ty € I, yo € R.

Proposition
Ce probléme admet exactement une seule et unique solution y telle
que y(to) = yo.



Exemple
Soit le probléme de Cauchy
Y +ty=0,y(1)=2
+2
» Solution générale y(t) = Ce™ 2
» Solution du probléme de Cauchy : Ce /2 =2 = C =2¢el/?

2
y(t) =2e"= %2




Résoudre le probléme de Cauchy
Y+y=t yl)=2

On trouve (chercher yp(t) = at + b ce qui donne
yp+yp=at+a+b=tdou

yH(t) =exp(—t); yp(t) =t —1 = y(t) = Cexp(—t) +t -1

On trouve la constante C : y(1) = C/e =2 d'ou C = 2e. Ainsi,
I'unique solution du probléme de Cauchy est :

y(t) =2eexp(—t)+t—1



Principe de superposition

A plusieurs reprises, on a cherché une solution particuliére en deux
étapes lorsque le second membre b(t) est de la forme

b(t) = bi(t) + ba(t)

Plus généralement, on a le résultat suivant :

Proposition
(Principe de superposition) Soient les équations

(E) y'+a(t)y = bi(t) + bo(2);

(E1) Yy +a(t)y =bi(t) et (E2) y' +a(t)y = ba(t).

Si y1 est une solution de (Ey) et y» est une solution de (E>), alors
y1 + Yo est une solution de (E).




A faire

Faire les exercices de la feuille 3 : exercice 1, 2, 4, 5, 7.

Bon courage!
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