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e Savoir donner le domaine de définition d’'une fonction de plusieurs variables

e Savoir calculer des dérivées partielles et résoudre des équations simples

e Savoir calculer des incertitudes a I'aide de la notion de différentielle (voir les CC des années
passées)
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Définitions

Définition

Soit n,m > 1 et D c R". On appelle fonction de n variables une application :
f:D—-R"

X = (X1, .., Xn) P f(X) = (f1(X), ..., fm(X))
x a la date t, altitude...
er

Exemples : température T(x1, X2, X3, t), pression, force de gravitation, p(x, t): densité d'infectés en

Surface de niveau : sur chaque courbe, I'altitude est
constante h(x, y) = ctse,
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Définitions

On va préciser le domaine de définition de f.

Térence Bayen (Université d’Avignon)

Fonctions de plusieurs variables

DA



Notion d’ensemble ouvert (a sauter en premiere lecture)

On va préciser le domaine de définition de f.

Définition
Soit n € IN* un entier. On appelle distance entre deux points X = (x1,...,Xs) et Y = (y1,...,¥n)

de R” la quantité :
n
d(X, V) =1IY = Xl = | Y (i - xi)2.
i=1

Sin=2:D(X,Y)= y(x1 —y1)2 + (X2 — y2)2.

Définition
Sip>0et Xp € R”, la boule ouverte de centre Xj et de rayon p est :

B(Xo,p) = (X € R™; d(X, Xo) < p}.

Térence Bayen (Université d’Avignon) Fonctions de plusieurs variables 4/36



Notion d’ensemble ouvert (a sauter en premiere lecture)

Définition

Une partie 2 de IR" est dite ouverte si en chaque point Xy de €, il existe une boule ouverte
B(Xp, p) centrée en Xp contenue dans .

En termes plus imagés, dans un ouvert, il y a un peu d’espace autour de chaque point.

(fig. droite: la droite n’est pas ouverte).

1. pour d = 1, les intervalles ouverts sont des ouverts de R;

2. un produit (cartésien) d’'ouverts est un ouvert; ainsi, un rectangle ]a, b[x]c, d[ de IR? est un
ouvert; une réunion d’ouverts est aussi un ouvert; une intersection finie d’ouverts est un ouvert;

3. une droite de IR? ou de R® n’est pas un ouvert de IR? ou de IR3 : elle ne contient aucune boule

ouverte.
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Définitions

Il est plus rigoureux de définir une fonction de plusieurs variables sur un ouvert (méme si on ne
fera pas forcément trop attention a ce point la dans la suite)...
Définition

Soit n,m > 1 et D c R"” un ensemble ouvert. On appelle fonction de n variables une application :
f:D—-R™

X = (X1,..., Xn) = f(x) = (f1(X), ..., fm(X))
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Continuité

Définition
Soit f : U — R" une fonction définie sur une partie U de R?; soit xo € R? et £ € R™; on dit que f
admet £ comme limite en xq et on écrit :

lim f(x) =Ilimf=1¢
X—Xg X0
si:
Ye>0,da>0,Yx e U, |Ix —xll <a= |f(x) -l <e.

Quand xg € U, on a automatiquement que f(xp) = ¢ et on dit que f est continue en xg.

Remarque

Dans la pratique, on ne se servira JAMAIS de cette définition, utilisant comme pour les fonctions
d’'une variables réelles la connaissance de limites classiques et les régles usuelles de calcul :
somme de limites, composée de limites,. .. En particulier, une somme, une composée de fonctions
continues est continue. .. Les polyndmes en des fonctions continues sont continues.
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Exemples

Exemple

Les polynémes (de plusieurs variables), les fonctions exp, In, cos, sin, y/—, ...sont des fonctions
continues. On en déduit par exemple que les fonction

A Y) =X+ Y2 = In(1+x+y); (X y)=sin(x*+ y?)

1

f- LY, = 3 _ — : 1 LY, —
3(X y z) cos (exp(X + y cos Z) + xz n y) 4(X y z) — X2 y2 )
Qua tI'[éS P ySiques:

U(R,I)=RI; P(n,R,T,V)=nRT/V; v(GM,R) = %V’

sont continues sur leur ensemble de définition (ouvert).

= vous devez donc a chaque fois déterminer le domaine de définition (ouvert).
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Dérivées partielles

Dérivée partielle

Définition

On suppose que n = 3 et soit f : 2 — R” une fonction de trois variables (2 c R3 ouvert). Soit
Mo = (X0, Yo, 20) € Q2. On dit que f admet en My une dérivée partielle par rapport a x si la fonction
¢ définie par p(x) = f(x, yo, Zo) est dérivable en x = xp. Cette dérivée partielle est alors notée :

L (Mo) = ¢/ (30

De méme, f admet une dérivée partielle par rapport a y en My si, quand x et z sont fixés égaux a
Xo et zg, la fonction (y — f(Xo, ¥, Z0)) admet une dérivée en y,. Donc

1

= = (f(x0, Y0, 2) = f(x0, Y0, 20))-

of .
a—z(Xo,,Vo,Zo) =Jz

9/36
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Dérivées partielles

Sif:R2 > R, (x,y) — f(x,y) admet des dérivées partielles
of
ax

se calcule en dérivant f par rapport a x (y jouant le role de constante). Et de méme pour g—f,.
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Dérivées partielles

Remarque

En pratique, I'étudiant qui sait calculer une dérivée sait calculer une dérivée partielle, puisqu’il
s'agit juste d'un calcul de dérivée EN GELANT LES AUTRES VARIABLES:

e 2 . R . Sl
e Loy =y =0
In(+yY)  ox . AIn(x24y*) _ 4y3
¢ Ix x4yt Iy T X2ty
e sif(x,y,z) = m alors pour tout (x, y, z) € R3\{(0,0,0)}
of -2x of -2y of -2z

ox (XY 2) = (Cry21222 9y (C1y2+ 222 9z (x2+y2422)2
e Sig, h: R — R sontde classe C', la fonction
f(x,y) == g(x) + h(y)

vérifie af of
KON =90 Z ) =H ()

11/36
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Dérivées partielles

Propriétés

e Une combinaison linéaire de fonctions qui admettent des dérivées partielles admet elle aussi
des dérivées partielles, et celles-ci sont combinaisons linéaires des dérivées partielles des
fonctions considérées.

e Une composée, un produit de fonctions admettant des dérivées partielle admet elle aussi des
dérivées partielles.

e Somme et produit. Soient f et g des fonctions a valeurs dans R définies sur un méme ouvert

Q de R" telles qu'au point a € Q, les dérivées partielles fTQ(a) et ;Ti(a) existent. On a alors.

a(fg)
an

Af+g) of ag

(9Xk (a) - E(a) + (9Xk

@ o L@ -5 @)a@ + (@) 5 @)

Définition
Soit f : Q — R” une fonction de d variables. On dit qu’elle est de classe C! si elle admet des
dérivées partielles suivant toutes ses variables et si ces dérivées partielles sont continues.
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Dérivées partielles

On reprend 'exemple précédent f(x, y, z) = xy?. Notez que f est défini sur 'ouvert R3. On a vu
que f admet pour dérivées partielles les trois fonctions :

of _2 9 P _
x(xry/z)_y ' ay(X/}’:Z)—ZXYv az(Xl}/rz)_O'

Ces trois fonctions, qui sont des polyndmes, sont continues; la fonction f est donc de classe C'.
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Dérivées partielles

Dérivées partielles secondes

Définition

Soit f : © — R" une fonction de d variables. On dit que f admet des dérivées partielles secondes
sur Q si elle admet des dérivées partielles sur Q et si ces dérivées partielles elles-mémes
admettent des dérivées partielles sur Q. On écrit alors :

P9 (of\. Pf_ 9 (of
oxdy — dx\dy ox)’

"oox® T dx

On appelle fonction de classe C? un fonction admettant des dérivées partielles secondes qui sont
continues.

14/36
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Dérivées partielles

fx,y)=x* +y
=
2
ﬁ(xry):1zx W(X/}/)ZZ
=

f(x,y,2) = x2y® + sin(xy)
2 (X y)=

2y® - y2sin(xy) ; z(x y)=

6x2y — X2 sin(xy)

=} F = DA
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Dérivées partielles

= (x? +y;+22)‘é B r(X,1y,Z) r=rborz) = ‘/m
L y2) =51y, 25 S 0.2) = —yr(xy, 25 S (xy,2) = ~2r(x,y,2)°
%(Xd’, z) = —:—3 —x(=3/2)(x® 4 y? + 22) 52 (2x) = _:_3 + 3r_’;2
g—;(x,y,z) = —:—3 + Sr—};z ; g—;(x,y,z) =-5+ 322
Conclusion :

5
o°f Pf Pf
Af=—m Xy 2)+ W(X,y,Z) Tz X y,2)=0
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Dérivées partielles

Théoréme

Soit f : Q — R" une application de classe C?, alors :

o“f 2°f
QUELLE ORDRE

Sig,h: R — R sont de classe C', la fonction
vérifie

Bref : ON PEUT CALCULER LES DERIVEES PARTIELLES SECONDES DANS N'IMPORTE

f(x,y) = g(x) + h(y)

FEN =g TN =HW)
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Dérivées partielles

f(x,y) = sin(x2y?)

Pf

°f _ 3 2.3y, of _n2,2 2.3
o (x,y) = 2xy” cos(x“y~) ; ay(x,y) = 3y“x° cos(x“y~)
W(XUV)=

—2xy°® x 3x2y? sin(x?y®)
of
axdy

(x,y) = =3y?x? x 2xy® sin(x?y®)
et ces deux quantités sont bien égales (ouf, d’aprés le Thm. précédent).
= Notations a deux et trois variables :

d

. a . a
oxdy ' dxdz ' dxdyodz
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Calculs d'erreurs

Définition

Soit © c R” ouvert et f : Q — R une fonction de classe C'. Soit X € Q. Si il existe r > 0 et
ai,...,an € R et une fonction ¢ : B(0,r) — R, continue et nulle en 0 t.q.

VYH = (h1,...,hn) € B(O,r), f(Xo + H) = f(Xo) + h1a@1 + --- + hpan + l|hlle(h),

s’appelle alors la différentielle de f en Xj.

on dit que I'application f est différentiable en Xj. Lapplication Df(Xp) : R" — R définie par
Df(Xo)(h1,...,hn) = hyay + -+ hpan
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Calculs d'erreurs

Différentielle

Définition
Soit © c R” ouvert et f : Q — R une fonction de classe C'. Soit Xp € Q. Siiil existe r > 0 et
ai,...,an € R et une fonction ¢ : B(0,r) — R, continue et nulle en 0 t.q.

YH = (hy,...,hn) € B(O,r), f(Xo + H) = f(Xo) + h1a1 + - -- + hnan + llhlle(h),
on dit que I'application f est différentiable en Xg. Lapplication Df(Xp) : R" — R définie par
Df(Xo)(h1,...,hn) = hyay + -+ hpan

s’appelle alors la différentielle de f en Xj.

Théoreme

Soit Q2 c R" ouvertetf : Q — R une fonction de classe C'. Soit Xy € Q. Alors f est différentiable
en X et la différentielle de f en Xy est

Df(Xp) : R" - R

of of
(P, .. Pn) = DF(XO) (P, ..., Bn) = by =—(X0) + - + hn=—(X0)
8X1 aXn
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Calculs d'erreurs

Remarque

De maniére équivalente

DF(Xo)(hy, ...

h
) = (S (X0)s - 56 (X0)).

hn
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Calculs d'erreurs

e Pour f : R2 — R de classe C',

of
Df(x0, yo) (M, h2) = 5= (X0, o)1 + == (X0, Yo) ho
e Exemple : f(x,y) = xy?. On a alors

Df(xo, yo)(h1, h2) = e + 2X0¥oh.
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Calculs d'erreurs

e Pour f: R® — R de classe C',

of of f
Dt(x0, Yo, 20)(h1, o, hg) = =7 (%0, Yo, 20) P + W(Xo,}’o, 20)h2 + 5~ (%0, Y0, 20) 13
e Exemple : Volume : V(x,y,z) = xyz =

DV(xo, ¥0,20)(h1, h2, h3) = yoZohy + XoZoh2 + XoYohs
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Calculs d'erreurs

Soit f : R? — R I'application de classe C' définie par:

f(x,y) = x® + xy® — cos(xy)

of .

XY= 3x% 4y + ysin(xy)
of .

W(x, ¥) = 5xy* + xsin(xy)

of of
Dt(x, y)(h, he) = =~ (x, y)hi + W(XI,V)hz

= [3x% + y® + ysin(xy)]hy + [Bxy* + xsin(xy)]hz
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Calculs d'erreurs

Exercice

En physique, hy, ho, ... est un petit accroissement et peut étre noté Ax, Ay,...

Calculer la différentielle des grandeurs physiques suivantes : période d’un pendule, loi d’ohm ;
vitesse moyenne des particules d’'un fluide a température T.

T=T(gl) =2n é; U=RI; v(T, km)= V8kTm.
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Calculs d'erreurs

Exemples / Exercices
En physique, hy, ho, ... est un petit accroissement et peut étre noté Ax, Ay,...

Exercice

Calculer la différentielle des grandeurs physiques suivantes : période d’un pendule, loi d’ohm ;
vitesse moyenne des particules d’'un fluide a température T.

T= T(g,l):2n\/g; U=RI; v(T,k,m)= VBKTm.

DT(g,/)(Ag,Al) = 2n[\/7(—%)g’3/2Ag + LA/}

2yal

DU(R, IY(AR, Al) = IAR + RAI

Dv(T,k,m)(AT,Ak,Am):%[MAT+ mAk ‘/_ ]

avi o o N oyt
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Matrice Jacobienne

Matrice jacobienne

Le CC ne portera pas sur ces concepts (jacobienne).
Par contre, il faut savoir calculer les incertitudes (fin du

pdf)
Définition
Soit Q c R" un ouvert et f : © — IRP de classe C'. Notons fi, ..., f, les fonctions coordonnées

de f, de sorte qu’on a f(x) = (fi(x), ..., fa(x)) pour x € Q. La différentielle de f en Xj est
I'application Df(Xp) : R” — RP définie par

Df(Xo)(H) = (Df (Xo)(H), ..., Dia(Xo)(H)).
Définition

On appelle matrice jacobienne de f au point Xy la matrice a p lignes et n colonne ou le coefficient
a l'intersection de la i-eme ligne et la j-iéme colonne est g—g(Xo). Cette matrice se note Jy(Xp).

hy

On a alors Df(Xp)(H) = J¢(Xp)-

hqg

Térence Bayen (Université d’Avignon) Fonctions de plusieurs variables 25/36



Matrice Jacobienne

D[Zn“ /\,-f,-] = Zn“ A;Df.
i=1 i=1

e SiQ cR?estouvertet f: Q — R est de classe C', alors pour tout (X1, X2) € , on a

d of
Ji(x,y) = (550 9), 5(&}/))
e Pour toute fonction y : t = (y1(t), y2(t)) de classe C', on a

so- ()

e Supposons que f: (x,y) = (fi(x,y), 2(x,y)) soit de classe C'. Alors

Iy
Jf(xry) [ ( ,y)

of;
oy (xX.¥)
8/2 9:‘2
xy) Fxy)
=] = = QA



Matrice Jacobienne

Composition (utile pour les Hamiltoniens)

Proposition
Soit Q c R” ouvert, H : Q — R" de classe C' et (t e | — X(t) = (Xi(t),..., X4(t)) € Q) une
fonction dérivable sur l'intervalle | de R. Alors la fonction t — H(X(t)) est dérivable sur I, et

vtel, S (HX(1)) = DH(X (t))X'(r)—Z (X))

Proposition

SoitQ c R" et f : Q — RP une application de classe C'. Soit Q' c IRP un ouvertetg : Q — RY
une application de classe C'. Si f(Q) c ', alors g o f est de classe C' et

VXQ €, Jgof(Xo) = Jg(f(Xo)).Jf(Xo).

Remarque
Légalité Jyor(Xo) = Jg(f(X0))-Jr(Xo) ressemble & la formule (g o )’ (Xo) = g’ (f(Xo))f'(Xo)
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Matrice Jacobienne

Proposition

qu'il existe une boule B(Xy, p) centrée en Xy incluse dans Q t.q.:

e soit : VX € B(Xp, p); f(X) < f(Xp) (on a alors un maximum local);
e soit : VX € B(Xp, p); f(X) = f(Xo) (on a alors un minimum local);
alorson a : Df(Xp) =0, c-a-d:

Soit f : Q — R une fonction de classe C' de n variables et Xy un extremum local de f, c-a-d tel

of
Yi= 1""’”’8_)(,-()(0) =0.
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Notion d'erreur

Erreur absolue / erreur relative

Cette section doit étre sue et maitrisée. Pratiquer bien la feuille d’exercice. On fournit une
méthode pour calculer une incertitude en physique. Le point de départ est que le résultat d’une
mesure n’est jamais exact.

Définition
(i) Lerreur absolue commise est la valeur absolue de la différence entre la valeur mesurée Vp, et
la valeur exacte (mais inconnue) V, et s’exprime donc avec I'unité correspondant a la grandeur.

AV =|Vy— Vel
(i) Lerreur relative est le quotient de I'erreur absolue par la valeur exacte (sans unité):

av
Ve

Définition
Lerreur absolue étant inconnue, il existe certaines méthodes qui permettent de trouver un

majorant /,, de cette erreur. Ce majorant s’appelle incertitude absolue. On lui préfere en général
I'incertitude relative ou la précision qui est un majorant de I'erreur relative %/.
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Notion d'erreur

Terreur ||f(X) — f(Xo)l| est

[Df(X0)(X = Xo)
Définition

But : connaitre 'erreur relative sur f(Xo). Par la différentielle, une “bonne approximation” de

(i) On identifiera I'erreur absolue a
IDF(Xo)(X = Xo)-
(i) On identifiera I'erreur relative a

|Df(Xo) (X = Xo)I
f(Xo)
FORMULE A SAVOIR APPLIQUER : ERREUR RELATIVE=

Df(Xo)(AX)
f(Xo)
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Notion d'erreur

Le théoreme de Taylor sur le DL a I'ordre 1:

f(X) = f(Xo) + DF(X0)(X = Xo) + o(lIX = Xoll)

permet de comprendre pourquoi il est naturel de faire ceci. Mathématiquement, ce n’est pas

rigoureux et il existe des méthodes plus fines qui donnent des majorations exactes de I'erreur (ce
sont des méthodes qui utilisent un analogue de I'inégalité des accroissements finis). Ce n’ést pas
le but du cours : on se contente de I'approximation de I'erreur a 'aide de la différentielle.
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Notion d'erreur

Exemple : volume du cbne

V= V(5 h) = %5%.

On suppose connue les incertitudes relatives Ip = % etl, = AT” de mesure de 6 et h. On
cherche une incertitude relative sur V.

Méthode 1 : la différentielle:

AV Ad  Ah
— = =2— + — =2Ip+|
V(5,h) DV(6, h)(Ad, Ah) =2 R + h b+ In

Méthode 2 : On cherche une incertitude relative sur V. Une autre méthode! pour l'incertitude
relative est d'utiliser la dérivée logarithmique?, i.e. la dérivée du logarithme de la fonction; ceci est
recommandé quand la fonction est un produit. Ici

AV Ad Ah

Vom 2o T p 2ot

h)= Si par exemple l'incertitude relative sur la mesure de h est de 1% et celle sur la mesure de 6
de 2%, l'incertitude relative sur la mesure de V est: 5% = (2 x2 + 1)%.

TON DEMANDE DE SAVOIR LA METHODE 1 UNIQUEMENT (ceci donne une autre maniére de calculer I'incertitude ; méthode
parfois plus rapide, mais qu'il n’est pas forcément demandée de savoir).
2nV =In(n/12) +2In6+Inh= 4 =240 4 Ah,
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Notion d'erreur

V=V h) = %52/7

vV n A2
% 1220 Gh T 12°
On calcule la différentielle de V au point (6, h) pour un accroissement (Ad, Ah):
DV(AS, Ah) = =
! 12

25hx AS + %52 x Ah
U

DV(AS, AR/ V(5 h) = 12

Conclusion : I'erreur relative sur V est :

20hx AS + 50° X Ah_As L Ah
#%062h 5 " h
—_— = p— 9
Vv 2lp + I = 5%.
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Notion d'erreur

Exercice

1. Trouver les applications f de classe C' vérifiant 3—f(x, y)=0

X
2. Trouver les applications f de classe C? vérifiant %(X, y)=0
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Notion d'erreur

Exercice

1. Trouver les applications f de classe C' vérifiant %(x, y)=0
2. Trouver les applications f de classe C? vérifiant %(x, y)=0

1) 2L(x,y) = 0 = on primitive par rapport & x:

avec y — C(y) de classe C'

f(x,y)=C(y)
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Notion d'erreur

Petit exercices de résolution d’équation a plusieurs variables

Exercice
1. Trouver les applications f de classe C' vermant (x y)=

2. Trouver les applications f de classe C? vérifiant 2 f(x y)=

1) L%(x,y) = 0 = on primitive par rapport a x:
fx,y) = C(y)

avec y > C(y) de classe C'

92 f
¢9x2

(x,y) = 0 = on primitive deux fois par rapport a x:
of
5 XY =Giy)

fxy) = C1(y)x + Ca(y)
avec y - Cy(y), y — Co(y) de classe C'.

On vérifie dans les deux cas que I'on a bien une solution.

Térence Bayen (Université d’Avignon) Fonctions de plusieurs variables 34/36



Notion d'erreur

Exercice

Soit ¥ = (x,y) — RR? une courbe paramétrée plane définie sur un intervalle / de classe C'. On
suppose qu'il existe une fonction F : R? — R telle que pour tout ¢ € /, on ait

F(x(), y(t)) = 0.

M

Donner une équation de la tangente a la courbe en un point t, lorsque cela est possible (discuter).
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Notion d'erreur

Exercice de synthese

Exercice
Soit ¥ = (x,y) — RR? une courbe paramétrée plane définie sur un intervalle / de classe C'. On
suppose qu'il existe une fonction F : R?2 — R telle que pour tout t € /, on ait

F(x(t), y(t)) = 0. (1)
Donner une équation de la tangente a la courbe en un point t, lorsque cela est possible (discuter).

1) Ecrivons I'équation de la tangente en un point t t.q. (x" (%), ¥’ (%)) # (0,0)

X = x(1 " (£ , ,
Y i |20 = Y )X - x(to) ~ X ()Y - (1)) =O.

2) On dérive (1):
2 ((0) Y ()X (1) + 5L (x(10), Y)Y (1) = 0.

- Supposons par exemple %(X(fo),y(fo)) #0=

X (1) = =y’ (16) 5 (x(10) ¥(0))/ 5 (x(10), ¥ (1)
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Notion d'erreur

% (x(t), ¥(1o))
X' (lo) = -y (1o) 2
5y (x(t), y(%))
On reporte dans I'équation de la tangente:

V()X = x()) = X ()(Y - y(5)) =0 =
oF
¥ (10)(X = (1)) + ' (o) g;(x(to)/}’(to))

Y -y(th)) =0
o yton )

y
28 (xtt0), Y(100) (X = (1)) + 2L (x(t0) Y)Y = (1)) = 0.
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