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Lista de exercicios 1 - Espacos de Banach e operadores lineares

Exercicio 1. Seja X um espago vetorial normado (evn). Um subconjunto A C X ¢ dito convexo quando
ryeAd = [z,yl:={te+(1—-t)y:t€]0,1]} C A.

Mostre que a bola Bx (0,7) é convexa para todo r > 0.

Exercicio 2. Seja X um espacgo normado nao trivial. Mostre que X é Banach se, e somente se, a esfera
Sx :={z € X :||z|]| = 1} é completa.

Exercicio 3. Mostre que é possivel definir uma norma em qualquer espago vetorial.
Exercicio 4. Prove que subespacos proprios de espacos normados tém interior vazio.

Exercicio 5. Mostre que, se X é um espago vetorial normado de dimensao infinita, entao qualquer conjunto
Y C X que contém um subconjunto aberto nao-trivial de X nao pode ser compacto. Conclua que espagos
vetoriais normados de dimensao infinita ndo podem ser localmente compactos.

Exercicio 6. Seja X evn de dimensao finita e M C X subespago préprio de X. Mostre que existe y € X
com |ly|]| =1 tal que ||y — z|| > 1 para todo z € M.

Exercicio 7. Seja {2 um conjunto. Verifique que a norma uniforme é de fato uma norma em B(f2) e mostre
que (B(Q), ]| - [|) ¢ Banach.

Exercicio 8. Mostre que o conjunto {f € Cla,b] : f(x) > 0,Vx € [a,b]} é aberto em Ca,b].

Exercicio 9. Mostre que
1
Il = [ o)l

define uma norma em C[0,1] e que ||¢]1 < ||¢]l« para toda funcdo ¢ € C[0,1]. Mostre também que

(C0,1], ] - ||1) nao é completo. Existe C' > 0 tal que ||¢]|c < C||¢|1 para toda 3 € C[0,1]?

Exercicio 10. Denote por Ct[a,b] o espaco das fungdes continuamente diferencidveis ¢ : [a,b] — R com a
norma

[ller == sup [y(t)]+ sup [¢'(t)].

te[a,b] te(a,b]

Verifique que || - [[c1 é uma norma e que (C'[a,b], || - ||c1) é Banach. Generalize para fungdes de classe C".
Analise a convergéncia em C[0,1] e em C'[0,1] da sequéncia (¢,,), dada por ¢, (t) =t"/n—t""1/(n+1)),.

Exercicio 11. Mostre que, para quaisquer p,q € [1,00) com p < g, vale £, C £,.
Exercicio 12. Mostre que ¢yl = ¢y e que ¢o!'l» = ¢, para todo p € [1, 00).
Exercicio 13. Seja X um evn. Mostre que sao equivalentes:
(i) X é separavel.

(ii) Bx é separavel.

(iii) Sx é separdvel.
Exercicio 14. Sejam X evn e F C X. Mostre que F é separavel se, e somente se, span E/ é separdvel.
Exercicio 15. Sejam X evn separdvel e S C X denso em X. Mostre que existe {x, }neny C S denso em X.

Exercicio 16. Seja X evn. Um subconjunto S C X é dito total quando span S é denso em X. Mostre que
X é separavel se, e somente se, existe S C X total, enumeravel e L.i.

Exercicio 17. Mostre que (Cla,b], | - ||p) é separdvel para todo p € [1, c0].
Exercicio 18. Encontre uma base de Schauder para o espaco ¢ C KV das sequéncias convergentes.

Exercicio 19. Mostre que, para qualquer p € [1,00), o dual de ¢, é isometricamente isomorfo a £p-.
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Exercicio 20. Mostre que o dual de ¢y é isometricamente isomorfo a £;.
Exercicio 21. Seja X evn. Suponha que T, - T em L£(X) e z,, —» « em X. Mostre que T,,z,, — Tx.

Exercicio 22. Sejam X evn, G subespaco de X e Y espago de Banach. Dado um operador linear continuo
T :G — Y, mostre que existe uma tnica extensao linear continua 7': G — Y de T" ao fecho de G. Mais
ainda, | T|| = ||T|| e, se T é isometria, entao T também é.

Exercicio 23. Sejam X um espago de Banach, Y evn e T € £(X,Y) uma isometria linear. Mostre que
T(X) é fechado em Y.

Exercicio 24. Sejam X,Y evn e T € L(X,Y) sobrejetor tal que existe b > 0 satisfazendo | Tz| > bzl
para todo x € X. Mostre que T é invertivel e T-1 € L(Y, X).

Exercicio 25. Sejam X Banach e S,T € £(X) tais que T ¢ invertivel e | T — S|| < ||[T!|~!. Mostre que
S ¢é invertivel. Conclua que o conjunto dos operadores invertiveis de £(X) é aberto em L£(X).

Exercicio 26. Sejam X,Y espagos métricos compactos, ¢ : Y — X continua e considere o operador de
composi¢do Ty : C(X) — C(Y') dado por Ty, f = f o ¢. Mostre que:

(a) Ty é isometria se, e somente se, ¢ é sobrejetora.
(b) Ty é sobrejetor se, e somente se, ¢ é injetora.

Exercicio 27 (Funcional linear continuo que néo atinge a norma). Considere o funcional ¢ : ¢g — K dado

por

n=1

E

[\]

Mostre que:
(a) ¢ estd bem definido, ¢ € (o) e ||@]| = 1;
(b) Nao existe = € ¢g tal que ||z]jeo < 1 e ||| = |p()].

Exercicio 28 (Operadores de posto finito). Sejam X,Y evn. Dizemos que T € L(X,Y) tem posto finito
quando dimIm T < oo. Prove que:

(a) T tem posto finito se, e somente se, existem n € N, funcionais ¢1,...,¢ € X’ e vetores y1,...,y, €Y
taisque T =1 Quy1 + -+ + &y @ Y.

(b) O conjunto dos operadores de posto finito de X em Y é um subespago vetorial de £(X,Y"). Fechado?

Exercicio 29. Dados X Banach e a € K, seja e*T : X — X a aplicacdo dada pela série

o0
tT _ (aT)"
et = EO T

Mostre que €T estd bem definida e e € £(X), com |e®T| < elellTl,

Exercicio 30. Sejam X Banach e T' € £(X) com ||T|| < 1. Seja S : X — X a aplicacdo dada pela série
S =3 ,T™. Mostre que S estd bem definida, S € L(X)e S= (I —-T)"".

Exercicio 31. Mostre que o operador I¢(t) = f: ¥(s) ds pertence a £(Cl[a, b]). Mostre também que ele ndo
possui autovalores, isto é, ndo existem A € K e ¢ # 0 continua tais que Iy = Ai.

Exercicio 32. Para cada a € R, considere o funcional em C[—1,1] dado por

fal) = / (0 e+ ad(0).

Mostre que f, é um elemento do dual e que ||f,]| =2+ |a].
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Exercicio 33. Seja X um evn. Mostre que nao existem operadores S, T € £(X) tais que T'S — ST = I.
Dica: Supondo que existem tais operadores, mostre que T'S™ — S™T = nS™ ! para todo n € N, e, portanto,

2[Tlsis™
. :

Is" =) <

Assim, SN = 0 para todo N suficientemente grande. Com isso, chegue a uma contradicio, mostrando que

0=5N=6N-"1=...=9

Exercicio 34. Sejam X,Y evn, com dimX = oo e Y # {0}. Construa um operador linear descontinuo
T:X-—>Y.

Exercicio 35. Seja C°°[a,b] o espago das fungoes reais de classe C* em [a,b]. Mostre que o operador
derivagao D : C*®[a,b] — C*a,b], Df = f’, nao é limitado.

Exercicio 36. Sejam X,Y evn e T € L(X,Y). Mostre que ker(T) é fechado. Verifique que S : ¢ — ¢
dado por (Sz), = %=, ¢é limitado, mas sua imagem img(S) nao é fechada, e que seu operador inverso
S~1:img(9) — ¢! existe e ndo é limitado.

Exercicio 37. Sejam X evn e f: X — K linear. Mostre o seguinte:

(a) f € X' se, e somente se, existe C' > 0 com |f(z)| < C para todo x em alguma bola B(zg,r) em X.
Generalize para operadores lineares entre espagos normados.

(b) Se f é descontinuo, entao f(Bx) =K.

(¢) f € X' se, e somente se, ker f é fechado. Com um exemplo, mostre que isso pode nao valer para
operadores lineares.

(d) Se f é descontinuo, entao ker f é denso.

Exercicio 38. Discuta se o niicleo do funcional f : (1, - ||e) — K, definido por f(z1,x2,...) = Z;’;l zj,
é fechado.

Exercicio 39. Sejam p € [1,00) e (v,), € K" uma sequéncia de escalares positivos (isto ¢, v € RY). Defina

o conjunto
ly(v) == {(mn)n : Z |Zn [PUy, < oo}.
n=1

Mostre que £,(v) é subespago de K. Defina || - ||, : £,(v) — R por

00 1/p
el = (3ot )
n=1

Mostre que ||-||,.» € uma norma em £,(v) e que (£,(v),||-||»..) € Banach. Estes espacos também sao chamados
, P p\V)s 11" llp,
¢, com peso. Enuncie e demonstre um resultado andlogo para espacos cy com peso.

Exercicio 40. Sob quais condigdes sobre o peso v 0s espagos ¢g e ¢p(v) sdo isomorfos? Estude também o
caso de £,,1 < p < oo.

Exercicio 41. Seja X = ¢y ou ¥y, 1 <p < 0o0. Defina o operador shift para trds B : X — X por Be, = ep_1.
Mostre que B é linear, continuo, e ||B|| = 1. O mesmo vale para o operador shift para frente F : X — X
dado por Fe, = e,41.

Exercicio 42. Sejam X =cyoul,, 1 <p<ooew = (Wn)y € KN uma sequéncia de escalares nao-nulos
(isto é, w € (K*)N). Defina o operador shift para trds com peso B, : X — X por Be, = wpe,_1. Mostre
que B,, é continuo se, e somente se, (wy), € limitada. Calcule ||B,||. Enuncie e demonstre um resultado
analogo para o shift para frente com peso F,,.

Exercicio 43. Sejam X = ¢y ou l,, 1 < p < ooew = (w,), € (K*)N. Explicite B? : X — X e calcule
| B ||, para todo n € N.
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Exercicio 44. (Espaco Quociente) Sejam X um evn e F um subespago fechado préprio de X. Dados
z,y € X, dizemos que x ~y se ¢ —y € F. Definimos [z] ={y € X :z ~y} e X/F = {[z] : ® € X}. Mostre
que:

(a) ~ é uma relacao de equivaléncia.

(b) As operagoes [z] + [y] = [z + y] e a[z] = [az] estdo bem definidas e tornam o conjunto X/F um espago
vetorial.

(c) A expressao ||[z]||x,p = dist(z, ) = inf{||z — y|| : y € F'} define uma norma em X/F'.

(d) Para todo € > 0, existe z € X tal que |[z]|x =1e ||[z >1-

HX/F
(e) Se X é Banach, entdo E/F é Banach com a norma dada em (c).

Exercicio 45 (Aplicagio quociente). Seja F' subespago fechado do evn X. Defina a aplicagdo quociente
m: X — X/F por m(xz) = [z]. Demonstre os itens abaixo.

(a) Vale ||m(x)] < ||z|| para todo z € X, ou seja, m é continua e ||r|| < 1.

(b) Dados x € E e € > 0, existe y € X tal que n(z) = 7(y) e [ly|| < ||7(x)] + €.

(c) m(Bx) = Bx/r.

(d) me L(X,X/F), kerm = F e 7 é uma aplicagdo aberta (i.e., leva abertos em abertos).
(e) Se F # X, entao ||7|| = 1.

(f)

f) Para todo evn Y e todo T € £(X,Y), existe um tnico T € L(X/F,Y) tal que T = T o 7. Mais ainda,
1T = |IT1l.

Exercicio 46. Seja X um espago de Banach separdvel e F' um subespago fechado de X. Mostre que X/F
é separavel.



