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Lista de exercicios 5
Topologia da reta

(Os exercicios marcados com (*) sGo os mais pertinentes).

Exercicio 1 (*). Prove que que vale int(int X') = int X para todo conjunto X C R. Conclua
que int X é um conjunto aberto.

Exercicio 2 (*). Seja A C R um conjunto com a seguinte propriedade: “toda sequéncia
(z5,) que converge para um ponto a € A tem seus termos x,, pertencentes a A para todo n
suficientemente grande”. Prove que A é aberto.

Exercicio 3 (*). Prove que, para quaisquer A, B C R, temos int(A U B) D int A U int B
e int(AN B) = int A Nint B. Verifique que int(A U B) # int AU int B quando A = (0,1] e
B=11,2).

Exercicio 4. Para todo X € R, prove que vale a unido disjunta R = int X Uint(R\X)U F,
onde F' é formado pelos pontos = € R tais que toda vizinhanca de x contém pontos de X e
pontos de R\X. O conjunto F' = fr X chama-se a fronteira de X. Prove que A é aberto se,
e somente se, ANfrA=g.

Exercicio 5. Determine a fronteira de cada um dos seguintes conjuntos: X = [0,1],
Y=(0,1)u(1,2),Z=Q, W ="7Z.

Exercicio 6. Sejam Iy D Is D --- D I, D --- uma cadeia decrescente de intervalos
limitados, dois a dois disjuntos, cuja intersecao nao é vazia. Prove que I é um intervalo, o
qual nunca é aberto.

Exercicio 7. Sejam [ um intervalo fechado nao-degenerado e k > 1 um niimero natural.
Prove que o conjunto dos niimeros racionais 7, pertencentes a I, cujos denominadores sao
poténcias de k com expoente n € N, é denso em 1.

Exercicio 8. Prove que, para todo X C R, vale X = X |Jfr X. Conclua que X ¢é fechado
se, e somente se, X D fr X.

Exercicio 9 (*). Para todo X C R, prove que R\ int X = R\X e R\X = int(R\X).

Exercicio 10. Se X C R é aberto (respectivamente, fechado) e X = AU B é uma cisao,
prove que A e B séo abertos (respectivamente, fechados).

Exercicio 11. Prove que, se X C R tem fronteira vazia, entdo X = @ ou X = R.
Dica: prove a contra-positiva, suponha X # @ e X # R e encontre um ponto de fronteira.

Exercicio 12 (*). Sejam X,Y C R. Prove que X UY =XUYeque XNY CXNY. Dé
exemplo em que X NY # X NY.

Exercicio 13. Dada uma sequéncia (), prove que o fecho do conjunto X = {z,, : n € N}
é X = XUA, onde A é o conjunto dos valores de aderéncia de (x,,).

Exercicio 14 (*). Prove que, para todo X C R, tem-se X = X U X’. Conclua que X é
fechado se, e somente se, contém todos os seus pontos de acumulagao.

Exercicio 15 (*). Prove que, se todos os pontos do conjunto X C R sao isolados, entao
pode-se escolher, para cada € X, um intervalo I, de centro x tal que z # y — I,NI, = &.
(Dica: divida por 2 o raio de cada intervalo que isola os pontos de X ).
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Exercicio 16 (*). Prove que todo conjunto ndo-enumerdvel X C R possui algum ponto de
acumulagao.

Exercicio 17 (*). Prove que, para todo X C R, o conjunto X’ é fechado.
(Dica: prove que R\X' € aberto).

Exercicio 18 (*). Seja a um ponto de acumulagao do conjunto X C R. Prove que existe
uma sequéncia crescente ou uma sequéncia decrescente de pontos x, € X com limx, = a.

Exercicio 19. Prove que o conjunto A dos valores de aderéncia de uma sequéncia ()
é fechado. Se a sequéncia for limitada, A é compacto, logo existem reais [ e L que sdo,
respectivamente, o menor e o maior valor de aderéncia da sequéncia limitada (x,). O
nimero [ é denominado o limite inferior de (z,), denotado por | = liminf z,,, e 0o ntimero
L é denominado o limite superior de (z,,), denotado por L = limsup z,,.

Exercicio 20 (*). Prove que uma reunido finita e uma intersecgao arbitraria de conjunto
compactos é um conjunto compacto.

Exercicio 21 (*). Dé exemplo de uma sequéncia decrescente de conjuntos fechados nao-
vazios Fi D Fp, D --- D F, D --- e uma sequéncia decrescente de conjuntos limitados
nao-vazios Ly D Ly D -+ D L, D --- taisque (), F, =@ e[, L, = .

Exercicio 22. Sejam X, Y conjuntos nao-vazios, com X compacto e Y fechado. Prove que
existem zg € X e yo € Y tais que |zg — yo| < |z — y| para quaisquer x € X ey € Y.
(Dica: considere uma sequéncia (T, — Yn)n convergindo para inf{lz —y|: z € X ey € Y}).

Exercicio 23 (*). Prove que um conjunto compacto cujos pontos sao isolados é finito. Dé
exemplo de um conjunto fechado ilimitado X e um conjunto limitado nao-fechado Y, cujos
pontos sao todos isolados.

Exercicio 24 (*). Prove que, se X é compacto, entdo os seguintes conjuntos também sao
compactos:

(@) S={x+y;z,yec X}
(b) D

(¢) P=A{z-y;z,y € X}

(d) Q@ ={z/y;z,y € X}, assumindo que 0 ¢ X.

={z—-yiz,yec X}



